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TD 16 Corrigé

Exercice 1 : (CCINP PSI)
Pour n € N* et t €]0, 1], on définit f,(t) = —2——.

A Taide du théoréme de convergence dominée ( on rappelle que 1 + u < e pour tout réel u), justifier

1
l'intégrabilité de chaque f,, sur ]0,1] et montrer que la suite (I, = / fn) converge vers une limite que ’on
0

donnera comme intégrale.

Exercice 2 : (CCINP PSI)
1
Pour tout n € N, on pose J,, = / In(1 + ¢")dt.

1) Prouver que la suite (J,,) converge vers 0.

C
2) Montrer qu'’il existe C' > 0 tel que J,, ~ — pour n — +00.
n

Exercice 3 : ¥ (Centrale : Lemme de Cantor)

Soient I = [a,b] et (ay), (by) deux suites de réels telles que: a,, cosnx + b, sinnz — 0 pour tout x € I.
a) Soit un entier naturel n ,montrer qu’il existe un réel 6, tel que :

ap cosnx + by sinnz = /a2 + b2 cos(nx + 6,,)pour tout x de I.

b
b) Calculer I, = / (an cos nx + by, sinnx)?dz.

a
h—
En déduire que pour n assez grand : I, > m (a,% + bi) .

c¢) Conclure que (ay) et (b,) convergent vers 0.(Lemme de Cantor)

Solution :
a) Solent n € N et z € R, posons un(z) = aycos(nx) + by sin(nx) puis z, = (a, — iby)e™*. Alors

R(2n) = Uy ()] mais en se servant de la décomposition polaire a, — ib, = (/a2 + b2e¢", ot 6,, est un réel

approprié, nous obtenons aussi que z, = \/a2 + b%ei(men) soit [%(zn) = /a2 + b2 cos(nz + Gn)j. Les deux

encadrés donnent le résultat.

b) On suppose n > 1, par linéarité et simple intégration nous avons :

n (a2 — b2)(sin(2nb) — sin(2na)) N cos(2nb) — cos(2na)
a

b—a
2 — b2)(sin(2nb) — sin(2 2+ b2 2nb) — cos(2
De plus, par inégalité triangulaire | (ap ">(Sm(4Z ) — sin( na))’ < (a";;L ) et |anbn(cos( n )2ncos( na)’ <
(ap +b7)
2n
(a24+b2) _b—a 4

2 2\ 13
a;, +b7) dés que n > .
c¢) Supposons que ce ne soit pas vrai; il existe alors un nombre a > 0 et une suite strictement croissante

v

b—a
Ceci entraine que I,, > T(ai +b2) —

(np)p tels que : Vp,y/ai +b2 > a.

Posons alors, pour tout p et tout z € I, v,(x) = (acos(nyz + 0p,))>.

Nous avons 0 < vy(z) < (un, (2))? donc la suite de fonctions (continues sur I) (v,) CVS vers la fonction
nulle ( continue sur I) sur [.

Par ailleurs : pour tout p et tout = € I, |v,(2)] < (a)?. Ce qui montre que la suite de fonctions (v,) est

dominée sur le segment I ( toute constante étant intégrable sur un segment).

b b
Le [théoréme de convergence dominée] stipule alors que J, = / vp — / 0=0sip— 4o0.
a a




2 b2 b—a
la question b) dit aussi que pour p assez grand I,, = » 5 " g, > 1 (aip + bip), ce qui apres simpli-
2 b— @
2 (b—a)

6
fication par a . T bflp qui est > 0, donne J, > . Cette inégalité entre conflit avec la convergence

n

vers 0 de la suite (Jp,) obtenue précédemment. Il en résulte, par 'absurde que [an —0et b, — 0].
Exercice 4 : (Mines : Intégration terme a terme )
1—e® '

n=1
b) P tout réel / * sinfaz) | }OO: a
rouver que, pour tout réel a : r = —_
que, p o e*—1 a? 4+ n?

( Pour vérifier la condition de Lebesgue on pourra utiliser : Y, |sin(u)| < |ul.)

a) Vérifier que, pour > 0,e"

Exercice 5 : (CCINP Q)

Etude d’une suite

1
1. Montrer que l'intégrale / dt converge pour tout entier n € N*.
0

1— tn—i—l

1
dt
Lpt4- 4 tn
Démontrer que la suite (uy,)nen+ converge vers un réel [ que 'on déterminera.

1
2. On pose, pour n > 1, u, = /
0

On vérifiera soigneusement les hypothéses du théoréme utilisé.
Etude de la série de terme général u, — [

1. Soit n € N*.
Pour tout entier naturel non nul p, et pour tout réel ¢ € [0, 1], on pose g,(t) = (1 — £)P D),
Démontrer que la série de fonctions Z gp converge simplement sur [0, 1], et déterminer sa somme.

p>1

1
2. Calculer l'intégrale / gp(t)dt et en donner un équivalent lorsque p tend vers +oo.
0

3. Démontrer que :
+o0 1

Vn € N*, un—l=p§((n+1)p+2)((n+1)p+1)'

2
(t+Dp+2)((t+1)p+1)

Démontrer que la série de fonctions Z hy, converge normalement sur R .
p=>1

4. Pour tout p entier naturel non nul, on pose hy(t) =

5. En déduire que, pour n au voisinage de +0c0, on a :

2 1

+oo 1 7].2
On admettra que —_ = —
q Z TLQ 6

n=1

Exercice 6 : (CCINP MP : LEBESGUE ?)
Pour 2 > 0 et n € N*, on définit : f,(z) = e ™ — 272",

(e.9]
a) Etablir que f,, est intégrable sur R et déterminer / fn(x)dz, ce pour tout n > 1.
0

Que vaut 71221/0 fn(x)dz?



b) Prouver que la série de fonctions Z fn converge simplement sur R et que sa somme S est intégrable
n>1
sur cet intervalle.

[e.e]
c) En déduire, sans calculs, la nature de la série » ( /0 | fn(2)] d:):) .

Exercice 7 : (X - ENS)
On pose f(x) = Z M

n!
n=0
1) Montrer que f est continue sur R.

T
Soit pour tout entier naturel m, x,, = —.
m!
x
2) Etablir ( par minoration et inégalité de convexité) que f@m) —  00.

Ty MO
Que peut-on en déduire?
3) Etudier la dérivabilité de f en tout point de R.

Solution : -
sin(nlz
On posera, pour tout n € N et tout réel z, u,(z) = #
n!
1
1) Chaque up est continue sur R et pour tout n € N et tout réel z, |up(z)| = —.
n!

1
Comme la série exponentielle E — converge, la série de fonctions E Uy, converge normalement sur R.
n>0 n>0

Le théoreme de continuité pour les séries de fonctions peut s’appliquer et donne la continuité de f sur R
puisque cette fonction est la somme de la sériez Up,.

n>0
Tm) — f(O x
2) Pour tout entier m soit A,, = f(@m) = F(0) = i m)
Tm Tm
1 m—
La fonction sinus s’annulant sur 7N, nous avons A — Z (Tm).
m :

U 2
Comme 0 < nlx,, < —, pour n € [0,m — 1], il vient, pour m > 2, sin(nlz,,) > —nlz,, ( inégalité de
m ™

T 12 2m
convexité classique pour le sinus et valable sur [0, 5]) puis A, > — Z —nlz,,, = —. Cette minoration
x s

m = nlr
Tm

— oo et donc que { f n’est pas dérivable en OJ.

assure bien que
m—0o0

3) Soit N un entier naturel. Toutes les u,, sont dérivables sur R donc la non dérivabilité ( en tout point)

27
de f est équivalente a celle de gy = Z uy. Cette derniere est impaire et il périodique, il suffit donc de
n>N

prouver qu’elle n’est dérivable en aucun point de J =]0, ﬁ] Par le méme type d’argumentaire qu’en 2) on
montre que gy n’est pas dérivable en 0 donc, par sa périodicité et son imparité, elle ne 1’est pas non plus

T
n 7 ce pour tout k € Z.
De tout ceci on déduit que f n’est dérivable en aucun point du type rr, ot r € QM

Exercice 8 : (Comparaison série-intégrale)

oo
1
Pour x > 0, on pose f(z) = Z T 2.
n:01—|—n x

1
Trouver ( en s’inspirant du cours et en utilisant, & x > 0 fixé, g, : ¢t > 0 — W) un équivalent de f(z)
x

pour  — 0.

Solution : )

Pour tout n € N et tout > 0, on pose uy(z) = 1o s
n2z

. On a vu en cours que Z un CVS sur RY donc
n>0
que f est bien définie sur cet intervalle.

[ On fixe z > 0.) La décroissance et positivité de g, conduisent a :

n+1
Upt1(x) = gz(n+1) < / 9z (t)dt < gz(n) = uy(x), ce pour tout entier naturel n.
n



L’encadrement met en évidence trois termes généraux de STP convergentes( cf préambule) donc en passant
aux sommes de ces séries, il vient :

f(x) —up(x) = f(z) —1 < /Ooogx(t)dt < f(x). Comme /0

00
nous en

T
N

arctan(\/ft)] e
Vv

9z (t)dt = [

T 7r
tirons I'encadrement suivant —= < f(z) < —— + 1.

2z ~ 2z
T
~ ——
x—0+ 2\/5}

Ce qui donne enfin : [f(ac)




