Lycée Bellevue. Toulouse PC* 2024-2025
22 Décembre

Corrigé du DS4 (4h) : Option CCINP +

e La rédaction, ’argumentation et la présentation matérielle entrent dans une part significa-
tive de la notation; vous devrez aussi respecter la terminologie et les régles d’usage en vigueur.
Les exercices sont indépendants. Les résultats numériques seront encadrés et simplifiés.

e Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effacable pour la rédaction de votre
composition; d’autres couleurs, excepté le vert et bleu clair ou turquoise, peuvent étre util-
isées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence des résultats

e Ne pas utiliser de correcteur.

e Ecrire le mot FIN i la fin de votre composition.

Exercice 1 (Analyse)
I : Polylogarithme

Dans toute cette partie a est un réel quelconque.
n

p . ;. . x
1) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E —.
n

n>1

On note L, la somme de cette série entiere. -

2) Justifier que Ly, est de classe C* sur |—1,1[.
3) Montrer que : Va € |—1,1[, Lo(z)+ Lo(—z) = 217 Ly (2?).
4) a) Pour tout x € |—1, 1] , établir une relation entre L;H(x) et Lo(z).
b) Pour ces mémes x, donner les expressions de Ly (z) si « =0, o = 1 puis v = —1.

5) Dans cette question on suppose « < 1.
Montrer, en utilisant 4)b) et en minorant L, (x) pour z € [0, 1], que : Ly(x) 2 +o00.

-

II : Prolongement pour o > 1

Dans cette partie a est un réel strictement supérieur a 1.
n

6) Pour n > 1 et x € [—1,1], on pose uy(z) = 7%“
a) Etablir la convergence normale de la série de fonctions Z Uy sur [—1,1].

n>1
b) Prouver que L, est continue sur [—1, 1].
)

7) Déterminer lim Lf(x) et préciser si Lo est dérivable en 1.
r—1~
a—1

U
8) Montrer que ¢ : u — — est intégrable sur RY .
el —

—1
du, ce pour x < 1.
x

9) Soit Kq(x )def ;j_

Vérifier que I'application K, ainsi définie est continue sur | — oo, 1].

d oo
</ t*le~tdt et justifier que Gy > 0.

0 , .
_ Z 7 e—(k—l—l)u
I

12) A P’aide d’un changement de variable, établir que : Vk > 0, / e bt u gy —
0

13) En déduire, que pour tout = € [-1,1], on a : & Ko(x) = GqLa().

On précisera avec soin le théoréme d’intégration terme a terme utilisé.

14) Déterminer alors un prolongement par continuité a | — oo, 1] de la fonction L.
Solution :

1) Par propriété des rayons de convergence, le rayon de convergence de cette série entiére est celui de E "
n>0

10) Prouver 'existence de G,

11) Montrer que pour tout  de [—1,1] et tout u > 0, on a :

Ga
(k+1)e

dont la valeur notoire est D
2) Nous sommes par 1) [dans I'intervalle ouvert de convergence de notre série entiérej, domaine dans lequel




on sait qu’elle y est de classe C*°]
3) Pour x €]—1,1], Lo(z)+ Lo (—2) = Z 2@’1?: 2172 L, (2%)|, ce par neutralisation des termes d’exposant
p=1

impairs]
4)a) Par [dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence], il vient, pour x €]—-1,1[, L, (x) =

© l’p_l ’
Z donc [xLaH(a:) = L, (ac)}D
b) b) En utilisant les DSE usuels, il vient, pour z €] — 1, 1]:

p=1 p®
[LO(JI) = i —-1= 1 f x,[q(ﬂ:) =—1In(1— x)} et, avec 4)a, [L_l(x) - l‘)JD

(1—x

n n
5)Pour 0 <z < 1, Lo(x) > Li(z), ce puisque x—a > T pour tout n > 1 car a < 1. Ainsi, Ly (z) > —In(1—x)
n n

et comme —1In(1 — ) — +oo, il vient, par minoration ( ou gendarmes) le résultat voulud
r—1-

1
6)a) Pour tout n > 1 et tout x € [~1,1], nous avons |up(z)| < —; la convergence (a > 1) de la série de
n
1
Riemann Z — assure alors la convergence normale de la série de fonctions Z uy, sur [—1,1]0
n
n>1 n>1

b) La CVN sur [—1, 1] établie en a) et la continuité sur ce méme segment de chaque u,, permettent d’employer
[ee]

[Ie théoreme C° pour les séries de fonctions} et ainsi Z Uy (i.e Ly) est continue ( donc définie) sur [—1, 1]
n=1
L In(1 —
7) Avec 4)a) et pour 0 < = < 1,L5(x) = 1) = — n(1—2) - +o0. Il en résulte, par théoréeme de
T €T z—1—

Premieére année, que [Lg n’est pas dérivable en 1](tangente verticale au point d’abscisse 1)0J

8) ¢ est continue sur R7 .

En 0, on a ¢(u) ~ u* 2 = a
(Riemann en 0) donne par comparaison celle de ¢ sur le méme intervalle.

En 400, on a ¢(u) ~ u® e = o(1/u?) ( croissance comparée) donc ¢ est, par comparaison (Riemann en
+00), intégrable sur [1, +o0].

[ Bilan: ¢ € L'(R?) |0

or @« > 1 donc 2 — o < 1 ainsi l'intégrabilité sur ]0,1] de v —

u2foz

9) On détecte une [intégrale a paramétre] pour laquelle nous allons appliquer le théoreme de continuité sous
le signe intégral.

Nous constatons pour cela :
a—1

i\WVu>0,x<1— est continue car rationnelle a dénominateur jamais nul (( continuité suivant le paramétrej)

6u

a—1

i) Ve <1l,u>0— est continue ( quotient défini de telles fonctions) donc Cy ([régularité de l’intégrande])

et —x

a—1

=— < ¢(u), ou ¢ est la fonction définie en 8) et intégrable
et —x

a—1

iii) Pour tout = < 1 et tout u > 0,
et —x

sur RY . Ceci montre [la domination de 1’intégrande].

Ainsi, nous pouvons appliquer notre théoréme et affirmer que (Ka est continue sur | — oo, 1UD

10) On reconnait la fonction Gamma dont l'existence fait partie des choses vues et revues.

{L’intégrande de G étant continue, positive et non identiquement nulle], on a bien G, > 00

—Uu

11) Dans ce contexte, =e % g ,ouqg=urxe “€]—11].
1 oo [e.e]
La somme de la série géométrique ( convergente) E donne alors — =e “X( E ake Fu) = E gl (kHu
et —x
k>0 k=0 k=0

12) On effectue dans 'intégrale généralisée G, le [changement de variable affine |t = (k+ 1)u et on a donc
e}

Gaipha = (k + 1)0‘_1Jr1 / uo‘_le_(k+1)“du, ce qui donne exactement la relation souhaitéel]
0
13) On posera, pour tout k € N et tout u > 0, fi,(u) = zFus"le~ kv

i) Les fi, sont intégrables sur R’ ( cf 12) par exemple).

; on a alors :

a—1
ii) La série de fonction Z f1 converge simplement sur R’ et sa somme S :u >0 —
k>0

- y est continue
e



( donc continue par morceaux) ( tout cela avec 11)).

iii) Enfi tout enti t lk/w\f\ ]G 0(1)
iii) Enfin, pour tout entier nature = ——=0(—).
) p Y 0 k (k —'— 1)Oé ka
o0
Comme « > 1, nous avons établi la convergence de la série Z / ] fk|(£Condition de Lebesguej).
k>0"0

Nous pouvons donc utiliser le théoreme d’intégration terme a terme de Lebesgue qui stipule en particulier
que :

oo O o0 00 [e.¢] k
fr = fx soit ici aussi Ky(z) = G T puis en multipliant par z chaque membre
k «
0 k=0 k=0"0 = (k+1)
[mKa(w) = GaLa(ac)}D
14) II est légitime de poser ( cf 9) et 10) L(z) = —g. powrz <1

(0%
L et L, coincident ( 13)) sur le segment [—1,1] sur lequel ces fonctions sont toutes les deux continues.
Comme L est continue sur | — oo, —1], elle constitue bien un prolongement continu de L, a cet intervallell

Exercice 2 (Analyse)
Soit une fonction f : R — R définie par :

VreR, f(z)= /07T cos (zsin(t))dt.

Pour tout n € N, on note :
™
W, = / sin®" (t)dt.
0

Q1. Montrer que f est bien définie sur R.

Q2. Montrer que f est de classe C? sur R et donner des expressions sous forme d’intégrales de f’(x) et f”(x)
pour tout x € R.

Q3. Soit une fonction h : R? — R définie par :

V(x,t) € R?,  h(z,t) = cos(t)sin (zsin(t)).

h
a(m,t) pour tout (z,t) € R2.

oh
Justifier I'existence de —, puis déterminer

ot

Q4. En déduire que f est solution de I’équation différentielle :

2y +y +xy=0. (E)

Q5. On suppose qu'il existe une solution de (E) développable en série entiére notée Z anx™ de rayon de
n>0
convergence R > 0.

Montrer que a; = 0 et que pour tout n € N, n > 2 :

Q6. En utilisant un théoreme d’interversion série intégrale, montrer que f est développable en série entiere
au voisinage de 0 et exprimer les coefficients du développement de f en fonction des termes de la suite

(Wn)nGN-

Q7. Déduire des questions précédentes que f est I'unique solution développable en série entiere de (E)
vérifiant f(0) = 7.

Q8. En déduire, pour tout n € N, une expression de W), en fonction de n.



Solution :

On posera I = [0, 7] et g(z,t) = cos(xsin(t)) pour (z,t) € L=R x I.

1) Pour tout réel x t — g(x,t) est continue sur le donc f est bien définie sur RO
2) En vue d’employer [la regle de Leibniz a ’ordre 2], on observe que :

i) Pour tout réel t € I, z € R — g(z,t) est de classe C? sur R.

5k:
ii) Pour tout reél z les applications t € I — ﬁg(x,t) = (sint)¥ cos(z sin(t) + k‘g), ou k € [0,2] sont
x
k
continues sur I et V(x,t) € L : |5—kg(x,t)| < ¢(t) = 1, ce pour tout k € [0,2]. Comme ¢ € L'(I),
x

[les dominations globales de toutes les dérivées partielles suivant :n] sont satisfaites.
Par le théoreme de dérivation sous le signe intégral a I'ordre 2, nous pouvons donc affirmer que f est de classe

C? sur R et que, pour tout réel z, [f’(a:) =— /07r sin(t) sin(x sin(t))dt} et [f”(w) =— /Oﬂ(sin(t))2 cos(z sin(t))dt}D

3) h est notoirement dérivable suivant ¢ et @ZL (z,t) = —sin(t) sin(z sin(t)) + z(cos(t))? cos(x sin(t)) |, ce pour
(x,t) € LO

4)Avec 2) et 3) et pour tout réel x, on peut observer que :

™ Oh i _
o) = [ Gt —a ["(1 = (sin(t)?) cos(wsint)dt = h(a,0]1Z — a(f(z) + () = 0 -0 -
0 0
z(f(z) + f(2)).
Ainsi f est-elle solution sur R de PEDLO2 homogene ( dite de Bessell)[ cxy oy 4+ ay = O]D
5) Notons S la somme de cette série entiére.
Par dérivation terme a terme de celle-ci sur son intervalle de convergence nous avons :
[e.e] o0
S solution de (E) sur | — R, R[ équivaut a Z napa" !+ Z anz™ ™ =0
n=0 n=0
En posant n = m — 2 pour m > 2 ( puis en revenant a 'indice n) dans la somme de droite, il vient :

oo [o@)
Z n2anz" !+ Z an_ox" ' = 0 ou enfin
n=1 n=2

(o]
ay + E (n2an + an,g)x”_l = 0 ainsi, par unicité des coefficients d’une série entiere :

n=2

et Em > 2,0, = “;;}m

6) Le développement en série entiére de la fonction cosinus permet d’écrire que pour (z,t) € L :

: - , o2 (sin(t))?"
cos(zsin(t)) = nz:%(_l) ((Qngl))

22" (sin(t))?"
(2n)!
Ces fonctions sont toutes continues sur le segment I donc intégrables sur ce méme segment.

Le DSE permettant de les définir montre que la série de fonctions Z Uy, [converge normalement sur I]
n>0

11 est alors naturel de fixer le réel = et de poser u,(t) = (—1)" , ce pour tout n et tout t de I.

2n

x
(2n)!

hyperbolique).

On peut alors appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur le segment I & notre série de fonctions

et celui-ci fournit :

puisque HunHio < et que le terme majorant est celui d’'une STP notoirement convergente ( cf cosinus

)= [ 3D unle)de = ([ unle)dt) = (-1
Finalement pour tout réel z : | f(x) = ni::o(—l)" (12/[:5!:62" .

Cette égalité montre que f est DSE sur R et donne par ailleurs son DSE[]
7) et 8) Considérons la suite by, ( que 'on déterminera plus loin) définie par by =1 et b, = ———

tout n > 1.

1 .
Astronome contemporain et correspondant de Gauss



oo
Par @5 si m est solution DSE de E, alors m(z) = m(O)(Z ™).
n=0

(=n"

Par ce biais et avec Q6, on répond a Q7. Avec une récurrence simple, on montre que | b, = 2 ()2 | pour
n!
tout n.
W, (=1 (2n)!
o ey s . . (_1\n n o
Par unicité du DSE de f, il vient et pour tout n : (—1) @) ﬂ22n(n!)2 donc | W,, = 772%(”!)2 L]

Exercice 3 (Polynomes de Legendre)

Dans tout l'exercice, E désigne le R-espace vectoriel R[X].
Pour tout entier naturel n, on pose E,, = R, [X].

Partie A : Etude d’'un endomorphisme
Pour tout P € E, on pose :
o(P) = (X* - 1)P"(X) +2XP'(X).

1. Justifier qu’on a ainsi défini un endomorphisme ¢ de F.

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, le sous-espace vectoriel E,, est stable par ¢.

Partie B : Les polynémes de Legendre
Pour tout entier naturel n, on définit le polynéme L,, par :
1 &K (n
Lo= > (, D*X -1 X+ 1"
2n =\ k
On pose aussi dans le méme contexte U, = (X2 — 1)

3. Préciser le degré de L, ce pour tout n. Déterminer Ly pour k € [0, 3].

4. Vérifier a ’aide de la formule de Leibniz que :

1
VneN, L, = Ui,
21!

On fixe n € N pour la suite de cette partie.

5. Vérifier que :
(X2 _ 1) U = 2nXU,.

6. En dérivant n + 1 fois la relation précédente , montrer que :
&(Lyn) =n(n+1)L,.

7. Que pouvez vous en déduire pour ’endomorphisme de FE, induit par ¢?

Partie C : Définition d’un produit scalaire
1

On pose, pour tout (P,Q) € E?,: < P,Q >:/ P(z)Q(x)dx.
-1

8. Justifier que ’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

Dans toute la suite de I’exercice, ’espace E et ses sous-espaces E, (n € N) seront
systématiquement munis de ce produit scalaire.



9. Montrer que :
1

Y(P,Q) € E%, < $(P),Q >= / (1 - 22) P (2)Q' (x)dx.

-1

10. Déduire de la question précédente et de la fin de la partie B que les polynémes L, sont deux a deux
orthogonaux.

11. Déterminer une base orthonormée de Ej5.
12. Calculer, pour k € [0,2]], d(X3, E}). Que constatez vous?

13. On note G I'ensemble des polynomes de degré 3 et de coefficient dominant 1.
1
Montrer I'existence du réel min( / P%(z)dzx).
PeG )1

Préciser sa valeur et donner les polynémes réalisant ce minimum.

Solution :
1) La linéarité de ¢ provient de celle de la dérivation et de plus ¢ est bien a valeurs dans E. Ainsi|¢ € L(E) [J

2) 1l suffit d’observer que si deg(P) < n alors |deg(¢(P)) < n|J

3) L, est somme de polynomes de degré n et son coefficient de degré n est strictement positif donc
deg(L,) = n |, ce pour tout nlJ

On a par la suite [Lo = 1], [Ll = X], et| L3y = — 3X

n
4) Par la formule de Leibniz : (U,,)™ = (X —1)"(X +1)")™ = Z

k=0

—1)M® (X +1)") ") donc

2nn)
6) En suivant l'indication donnée ( et en utilisant & nouveau la formule de Leibniz déja employée) et pour
tout n :
(X2 = 1)(U) "2 4 2(n+ D)X (Up) "V + (n+ 1)n(U,)™ = 20X (U,) "V + 2(n+ 1)n(U,)™ ce qui donne
aussi
(en posant (Uy,)™ = a, Ly, ot a, = 2"0)) a, ((X2—=1)L!+2(n+1) X L, +n(n+1) L, —2nX L, —2n(n+1)L,,) =
0.
an # 0 donc (X? — 1)L + 2X L), = n(n + 1)L, soit aussi [qb(L =n(n+1)L JD
7) Cet endomorphisme est diagonalisable car possede n + 1 valeurs propres distinctes deux a deux par la
question précédente ( chaque Ly étant non nul) et agissant sur un ev de dimension n + 10
8) C’est du cours]

9) Par IPP il vient ¥(P, Q) € B, < 6(P),Q >= [(2® ~ )P'(2)Q(x)] +/ (1 2?)P'(2)Q («)dal]

10) Prenons n # m alors < ¢(P,), P, >=n(n+1) < P,, P, > grace a 6).
De méme < ¢(Py,), P, >=m(m+1) < Py, Py, >.
La question précédente montre 1'égalité de ces produits scalaires donc n(n + 1) < P, Py, >=m(m + 1) <

1
[Ln = Ué")j, ce pour tout n € NOJ

P,, P, > soit [< P,, P, >= 0} puisque n et m sont des entiers naturels différents(]

11) La famille (Lo, L1, Lo, L3) est donc une famille orthogonale de R3[X] constituée de vecteurs tous non
nuls.
Il nous suffit de les normer et donc pour cela de calculer chacune des normes.

Lol = V2, |Lol| = V2, ||Li]| = 1/2/3, ||L2|| = 1/2/5 etc...ainsi en posant our
Lol Lol IZall = /23, IILall = 2/ b [ T ]p

€ [0, 3], on dispose en (T, ...,T3) d’une b.on de E5 O
3
12) Deés lors on sait que| X3 = Z < X3 T; > T;|. On peut aussi observer que les T; ( comme les L;) sont de la
i=0




parité de i, ce qui implique que < X3, T; >= 0 pour i pair ( imparité intégrande sur un intervalle symétrique

par rapport & 0). Il en résulte que X® =< X3, T3 > T3+ < X3, 71 > T} et que [d(X?’,EO) = HX3H = ,/2/7}

[(X3 Ey)=|<X3Ty>|= 35@SIDODD

13) Tout polynéme P de G s’écrit P = ng +Q, ot Q € Ey. Par Pythagore |P|? = 17 + [|Q|I?, on voit

8 3
donc que ce minimum existe qu’il vaut et qu’il est atteint uniquement pour le polynéme I

FIN !!




