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TD23 (X) : Corrigé

PARTIE I:

1- a) Les \; et u; ne dépendent pas de i :
Soit 1 <j<p,ona:

P P P P
-y =< l’n—ﬁ-l/xj >= Z)\lx,/x] >= Z)\’ < a:i/a:j >= )\z -y Z Al = )\](1 + ’}/) — ’YZAZ Donc
i=1 i=1 i=1,i%£j i=1
P ~ P
(1+7)A=—+ ’yz Ai soit: Aj = m(—l + Z Ai) = A expression indépendante de j.

i=1 i=1
Méme raisonnement pour prouver que p; = p est indépendant de .

b) On calcule successivement: < Tp41/Tp41 > €t < Tpip1/Tpia > .

p p
Ona: l=<uzp41/Tn41 >=< )\in/:vnﬂ >= )\Z < X)Xyl >= —ADY
i=1 =1
» (A (A
—y =< Tpt1/Tpta >=< )\in/wn+2 >= —Ap.y . Dot —y =1 ce qui contredit ’hypothése v €]0; 1.
i=1
¢) Conclusion:
Dans un espace vectoriel euclidien de dimension n, tout systeme v — obtus a au plus (n + 1) vecteurs.

2- a) Le systeme z = (21, ...,x) est lié, donc il existe une famille de scalaires \;, i = 1, ..., k, non tous nuls
k

tels que: Z Aiz; = 0. Alors pour tout j € N7, on a:

i=1
k k k
0 =< Z)\ixi/xj >= A1 +7) — 72)‘1" D'ou \; = %Z)‘l = A (expression indépendante de j).
— — o
=1 =1 =1
k k k
Comme les A; ne sont pas tous nuls, on a: A ~0 et 0 = Z AT = )\in. D’ou Zmz =0}
i=1 i=1 i=1

11 fallait lire k et non p.

1
b) v = .
)=
k k
Par a) on a: Zzl = 0, donc pour tout j € Nj, 0 =< sz/xj >=14+y—(n+1)y=1—-ny.
i=1 i=1

1
D’ou v = —.
n
3- Les x; engendrent F cad: Vect(z;,...,xx) = E.

Posons F' = Vect(z1,...,x), comme |z;|| = 1, il en résulte que p = dim F' > 1. Quitte & réindicer, on
suppose que (z1, ..., Zp) est une base de F.

P
Ecrivons z,4+1 = Z Aiz; ; par I-1-a) A; = A est indépendant de ¢ et pour tout j € N;,

i=1

—y =<zny1/z; >=A1—(p —pl)v) (1)

1
Or 1 =< zpt1/xn1 >= A < Z)\il’i/xn+1 > = A.p.ydonc A = — | p, v /~0. On reporte dans (1), avec
by

=1

1
v = —, on obtient: p =n. Donc F' = FE car dim F = n.
n

1
4- Construction d’un systéme — — obtus :
n

a) Illustration pour n =2:



1
y1 : vecteur unitaire de F, yo = —y; , alors (y1,ya2) est 1~ obtus.

T1 = My + p173

on a alors:
T = Aoy2 + p2x3

Soit x3 un vecteur unitaire de F tel que zs L y; : Ecrivons {

1
1:<x1/w1 >:)\%+M% Mlzfg
1 , donc
—Y =5 =<a1/13>= N Y3
T
1
U2 = —5 1
De méme et par < x1/re >= —= on en déduit que A Az > 0.
V3 2
=t

Pour n = 3 on obtient un tetraedre régulier.

b) Retour au cas général:
On pose x; = \iyi + iiTn+1 pour i € N | de la méme fagon que précédement on obtient:

nooy et A\;A; > 0 pour tous i,j € Nj.

1 / 1 / 1 1
Si l'on prend alors p; = —— et A\; = (/1 — —, on a: x; = /1 — —y; — —Tp41 et le systéme (T1y ey g ),
n n n n

1
k=n+1, est — — obtus ( vérification immédiate).
n

c) dim E = n.
1
Soit y%l) un vecteur unitaire de E, posons yél) = —ygl) ; alors (ygl), yél)) est ——obtus . On construit comme
n
1
en a) un systéme (y§2), yf),yém) 5~ obtus.
(HR): Supposons construit (y%nfl),yénfl), ceey y,&"il)) un systeme — obtus
n p—
et posons H = Vect(ygnfl),yénfl), cee yé"il)). H est un hyperplan de E , d’apres I-5-a), on peut constru-
1 1 1
ire un systéme (x1, ..., n41) — —obtus, avec T,4+1 unitaire et L a H et x; = /1 — —5Yi— —Tn+1 Par exemple.
n n n
PARTIE II:
1 -
1- G(z) = € Mi(R) pour x = (x1, ..., x) v — obtus.
1 gl
G(z) = € Mi(R) pour x = (1, ..., T) 7 — aigu.
vy 1

2- Pour a, b réels, My = aly, + bJy, € M(R).
Sib=0,alors Mgy = al et Poo = (—=1)*(X —a)*.
Sib A£0, alors M = Ma,b —al = bJy et PM(X) = Pka(X). Mais PM(X) = PMa,b(X + Cl) et Pka(X) =

b*Py1(X/b). Dot P, y(X) = (fl)kkaoJ(%(X —a)) = (-1)F(@@ - a)* 1 (X —a - kb).
En conclusion: P, = (—1)"(X — a)*"1(X — a — kb) pour tout k.

3- Six = (x1,...,x) est v — aigu, alors: G(z) = Mgy € Mp(R) aveca=1—-+v, b=~ /~0.

Dot P, = Py = (—1)"(X = 14+9)" (X — (14 (k- 1)7). G(z) admet donc deux valeurs propres & savoir:
A =1—~dordre k—1et \y =1+ (k— 1)y simple.

Six = (z4)1<i<k est y—obtus, alors G(z) = Mi4+,—y , b = —y /~0 et a = 14, son polyndme caractéristique
est Po(X) = (—1)F(X — (14 ) 1(X = 1+ (k- 1)),

Les valeurs propres de G(z) sont alors: A; =1+, d’ordre (k —1), Ay =1— (k— 1)y simple.

4- Soient f = (f;) une base orthonormale de E , e la base canonique de R¥, M = M, ¢(A,) la matrice de
I'application linéaire A, relativement aux bases e et f et M’ =t M e M, ,(R).
Considérons I’application linéaire, notée B,, de matrice M’ =! M relativement aux bases f et e, alors B,



vérifie la relation () : Vu,Vw, < u/By(w) >= (Az(u)/w) en effet:
Soit U = [ule, W = [w]; , alors: < u, By(w) >=" UMW) =t (MU)W = (A,(u)/w).

Autre fagon: Pour w € E, application R¥ — R, u — (A, (u)/w) est une forme linéaire et 1'isomorphisme
entre R* et son dual montre qu'il existe un unique vecteur v = B, (w) (qui dépend de w ) dans R* tel que:
Vu € R¥, (Ay(u)/w) =< u/B,(w) > . Par bilinéairité du produit scalaire, Iapplication E — R¥, w — B, (w)
est linéaire.

L unicité résulte du fait que £+ = {0} pour tout espace euclidien E.

5- M.(B,o A,) =G(x) :
Preuve: Posons [a;j] = M.(B, o A;) € Mi(R) . Pour tout ¢,j € Ny, , on a:
a;j = composante de B, o A,(e;) suivant e;
= (By o Ay(ej)/e;) (ei) base orthonormale
=< Ay(ej)/Az(e;) > =< xj/x; > . Donc a;; =< zj/x; >  ie Mc(Byo Ay) = G(x).

Remarque: Par la relation précédente on déduit: |‘MM = G(z)

6- rg(z) = rgG(x) = k —m , m ordre de 0 comme racine de P;.

— La matrice G(z) est symétrique réelle, d’apres la définition méme de G(z), donc semblable & D =
diag(Ai, .., Ar) ou les A; sont les valeurs propres de G(z). On suppose que |[Ai| > ... > |A\g] > 0, alors
rgG(z) =rgD =k —m ot m est I'ordre de 0 comme valeur propre.

Autre facon: Par 5- G(x) =" MM donc G(z) est une matrice réelle symétrique et positive....

— On a M = [21,..,25]f ot f = (fi) est une bon de E, alors: ‘MM = G(x) ( voir 1I-5) et on a:
rgG(x) =rg'MM = rgM (). Mais rgM = rg(z), d'ott rg(z) = rgM = rgG(x).

Il reste & montrer que rg(*MM) = rgM : Soit X un vecteur colonne, on a: MX =0 =' MMX = 0 et
PMMX = 0=t XIMMX =0=! (MX)(MX)=0= |[MX|?=0= MX = 0. Donc KerM = Ker' MM
et par la formule du rang, rg(*M M) = rgM.

7- Par 5- G(z) =' MM, et G(z) est alors une matrice réelle symétique et positve. On peut donc vérifier
que sprG(x) C R, et par suite A(z) = min(SpG(x)) > 0.

8- Equivalence de (i) et (i) :
a) Supposons (i) est vérifiée, et soit p = rg(x), comme G(z) = G(y) on a:
p=rg(x) =rgG(x) =rgG(y) = rg(y). Donc F; est de dimension p.
Supposons, sans restreindre a la généralité, que (x1,...,x;,) est une base de F; et posons
A= [<wi/zj > jeny, alors p = rg(z1,...,7p) = rgA . Donc A est inversible, mais
A = [<wyi/y; >ijeny, donc rgA =rg(y1, ..., yp) et par suite (y1,...,yp) est libre, donc base de Fi.
b) Supposons (i) est vérifiée et notons (e;);~p une base orthonormale de Es, (f;)i>p une base orthonormale
de Fy, f € L(FE) tel que: f(x;) =vy;,i=1,...,pet f(e;) = fi, i =p+1,...,n. Montrons que f € O(FE).
11 suffit de vérifier: < fles)/f(ej) >=<e;/ej > , pouri,j=p+1,..,n (2)
< f(zi)/fej) >=<x;/ej >, pouri=1,..,pet j=p+1,.,n (3)

On a pour 4,5 € Ny, < f(z;)/f(x)) >= < yi/y; >=<zi/x; > car G(z) = G(y).
Pouri,j=p+1,...,n, < f(e;)/f(ej) >=< fi/fj >=0di; car (f;) est une bon de Fy.
=< ej/e; > car (e;) est une bon de Ej.

Pouri € Njet j=p+1,..,n,ona: < f(x;)/f(ej) >=<w;/f; >=0 ; car f; Lyi

=<uz;/ej > carz; L e;j.
Conclusion: f est bien un automorphisme orthogonal de E.
c) Considérons l'application définie par 8-b), alors f vérifie: f(x;) = y; pour tout i = 1,...,k en effet: si
i=1,.,pet j=p+1,.,k alors : <y;/y; >=<x;/x; >=< f(x;)/f(x;) > car f € O(E)
= <wyi/ f(zj) >.
Donc < yi/y; >=< yi/f(x;) > , soit : < y;/y; — f(x;) >= 0, on en déduit que: y; — f(z;) € F5 pour tout
J=p+1, ..k (xxx%).



Comme z; est combinaison linéaire des x; , i = 1,...,p, et que f est linéaire, il en résulte que f(z;) est
combinaison linéaire des f(x;) =y; , i € N}, donc f(z;) € F2 et par (x * *), on déduit que:

y; — f(x;) € Fs- N Fy = {0}, soit: f(x;) =y, et ceci pour tout j = p+1,..., k.

Finalement: la relation est vérifiée pour tout j € Nj.

d) Si (i7) est vérifiée, alors (i) aussi par définition de f € O(F), et par ¢) on a: (i) = (ii).
En conclusion , on a bien ’équivalence (i) < (ii).

9- (i) = (i7) résulte des questions précédentes.

Montrons que (ii) = (i) :

Soit e = (ez‘)z’eN; la base canonique de R¥ muni de sa structure euclidienne usuelle, ¢ la forme quadratique,
de matrice G = (a;;) € My(R) ralativement a la base e. Comme ¢ est positive et se réduit dans une base
orthonormale € = (g;) ( qui est orthogonale pour ¢ ), on peut supposer que:

Vi:1 Tq(si):)\i>0

Vi=r —|— 1 ko q(ai) =X, =0 les \; sont les valeurs propres ( de ¢ ) de G.

On a: q alez Z)\a

Soit x = ( .,xk) un systéme de vecteurs de E et A, € L(R*, E) telle que: A,(e;) = z; pour tout
i=1,.. k.

On veut que < z;/x; >= a;; pour tous 7,j. (1).

Soit f = (f;) une base orthonormale de E. Si (1) est vérifiée, par I1-4-), on a: ||A(u)||* = q(u). Cherchons
alors les ¢; tel que: Vi € NI A, (g;) = cifi et Ay(e;) =0sii>r.

Si ¢; existe, alors ||A,(&;)||> = ¢ < fi/fi >= ¢ ce qui implique: ¢; = \/q(&;).
k

Les ¢; = y/q(g;) conviennent, car si u = Z g4, ON a:
i=1

() [ Ae(@)]? =< Ap(u)/Ap(u) >= az q(&i) fZ Za?q(si) = ¢(u). On utilise la relation:

1
<ufv>= 1 (Hu + ]2 = Jlu— ]| ) pour montrer que < x;/x; >= a;; pour tout (4, 7).
1
Z(Q(ei +e;) — q(e; — e;)) par définition de a;;.
1
ot < wifa; >=< Aulei)/Asles) >= 7 ([ Au(ei) = Au(ep)|* — [ As(ei) = Auley)|?)

1 .
= 7 (l4u(ei + )l = [ Aaes = ¢))[7) , As est linéaire

On a: a;; =

1
= lalei +¢j) — alei — ¢j)) = aij.
1 -7
10- Soit G = € Mr(R), k =n+ 1, alors G est symétrique.

—y 1
Supposons que A(G) > 0 et rgG < k — 1 = n. Comme les valeurs propres de G sont 1 —ny et 1 —~, la

1
valeur propre A(G) =1—ny >0 ssi v < — ( icin>2).

1 1

Supposons donc 7 €]1; —], alors G vérifie I1I-9) ssi v = — (puisque rgG < k—1=n <k ).
n n

Donc il existe un systéeme x = (x1, ..., ) de vecteurs de E tel que G = G(x).

Dot < zj/x; >= —v sii &j et < z;/x; >=1 et puis (21, ..., x1) est — — obtus
n

Construction: Avec les hypotheses sur GG indiquées ci-dessus, considérons I’application linéaire ¢ : RF S F
telle que: ¢(g;) = A\if; ot € = (g;) est la base orthonormale de R* qui réduit G , f = (f;) bon de E et
A1 > ... > A = 0 les valeurs propres de G .

Notons D = M (p), on a: D = diag(A1, ..., \g). Notons P la matrice de passage de la base canonique e a
la base €, alors PD est la matrice de ¢ relativement aux bases e et f.

Si Xz = [.’I,'Z']e, on a: Xz = Pl)E'Z ou Ez = [ei]e.

Question: Examiner le casoun =2 .



11- un systéme v — aigu est libre:

On sait que rg(x) = rgG(x) = k —m, ot m est l'ordre de la valeur propre 0 (avec m = 0 si 0 n’est pas
valeur propre de G(z) ).

x est libre & rg(z) = k < m =0 < 0 n’est pas valeur propre de G(z).

On sait que les valeurs propres de G(x) sont 1 —v > 0 et 1 + (kK — 1)y > 1 qui sont strictement positives.
Donc rgG(x) = k et (1, ..., ) est libre.

Remarque: Si z = (x1,...,x) est v — aigu alors nécessairement k < n.

1 gl
12- Elle résulte de la question 9- en effet, la matrice G = € M,(R) est symétrique et

¥ 1
A(G) > 0 et rgG < n , donc les hypotheses de 9- (ii) sont satisfaites et par suite, il existe un systéme
x = (x1,...,xp) vérifiant: < x;/x; >= —v pour ¢ &j et < x;/z; >=1 c-a-d x est v — aigu.

PARTIE III:

n(n—i—l)‘

1- dim L*(E) = =

2- On travaille dans une base e= (e;) orthonormale de E (fixée).

Si feL(E),ona: Tr(f Z < flei)/ei >

e Si f,g € L°(E), alors tr(f zn:<fogel/ez Z<gel/fez) feLiR)
=1
=Y <ei/go fle) > g € L*(E)
i=1
=tr(go f).

ee L’application Trace est une forme linéaire, de e et ee on déduit que [./.] est une forme bilinéaire
symétrique.

OOOSifELS(E),aIOI"S[f/f] TTfZ Z<f fez/ez Z<fez/f(€z)>carf€Ls( )

= Z I (en]”
i=1

De plus [f/f]=0 Y [|f(e)>=0&Vi=1,...n ; fle) =0 f=0.
i=1
En conclusion: [./.] est un produit scalaire sur L*(E).

3-a) p; est un endomorphisme de E (définition d’un projecteur), symétrique (facile & vérifier).

b) Calcul de [pi/p;] : Etant donné (i,j), on a:

[pi/pjl = Z < pjopilem)/em >= Z < pi(em)/pj(em) > car p; € L°(E)

m=1

mot n
Z pilem)/ < em/zj > xj) Z < em/zj > (pi(em)/zj)
m=1

m=1
n
= (Z <em/xj>.<en/x; >> < xpfxg >= Z (<zjlem > .em/xi). < zi/xj >
m=1 m=1

=<zj/zi>. < x/r; >=<3if1; >*={A*sii fjlsii=]
On conclut que p = (p1, ..., px) est un systéme v — aigu.

c) Comme, par III-3-b), p = (p1,...,px) est v2 — aigu, il en résulte que, d’apreés II-11-), p est libre dans
1
L(E) , donc k < dim L*(E) = "<"2+)
k
4- Puisque h € F = Vect(p1,...,pr), il existe ay, ...,ar dans R tels que: h = Zaipi. Soit j € N, on a:
i=1



k

[h/ps] = Zazpz/p] Zaz<pz/pj >=a;.(1—7 +7 Zaz

Or [h/p]] [PF(@dE)/pg] lidg/Pr(pj)] ( Pr est un prOJecteur orthogonal, donc symétrique)
= [idg/pj] car p; € F
(

=Tr(p;) =rg(p;) = 1.
k
k 1= a
Dot 1=a;(1—7%)++2 Z a;, soit: a; = . ’7:21 = a expression indépendante de j.
i=1
k

a € R*, car sinon 0 = [idg/p;] = 1 et h s’écrit: h = aZpl-.
i=1

. 1
Par 1 = [h/p;] = sz/pg =a(1+ (k—1)7?), on obtient a = m, k>1.

k
5- a) On a Tr(h) = TT(Z aipi) = Zai.Tr(pi) = Za car Tr(p;) =1

=k.a car a; = a.

k
Donc Tr(h) = TTh-1) (>0). Or Tr(h) < Tr(idg) par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
N k .
D’ou m <n ( n:T’I”(ZdE) )
k
b) n = m ssi l'inégalité de Cauchy — Schwarz appliquée a [h/idg] est une égalité
ssi h et idg sont colinéaires ssi : IX € R* / idg = Ah € F.
k
Siidg € F, alors idg s’écrit: idg = Z Aipi- Comme en 4- | on obtient \; = A (indépendant de i) et alors
i=1
idg = \) pi,avec A ~0. On peut alors écrire: idg = A ) p;==(a ) p;) = —h.
En conclusion: = # & idg € F
T IR R MBS

1

Dans le cas d’égalité on a: a = % (= T o2

) et k.a = [/idg] = [%idE/idE] - %[z’dE/idE] - %n

k

k
1
D’ou n =ka = —n soit: A =1 et par suite: h =idg, h = n Zpi. L’égalité | k.idg = ani en résulte.
A kg i=1




