Mines 2017 - PSI1
Marche aléatoire dans un labyrinthe : un corrigé

I Premiers pas

1. (Sk =1)1<i<s est un systeme complet d’événements. La formule des probabilités totales donne

5
=1

Il reste a remarquer que les salles 2, 3,4, 5 ménent toutes a 1 avec probabilité % pour en déduire

1.
Vk € N, P(Sk+1 = 1) = g Z P(Sk = Z)
=2

2. On peut procéder de méme pour expliciter P(Sgy1 = j) pour j = 2,3,4,5 et obtenir

1 1 1

P(SkJrl = 2) = Z]P’(Sk = 1) + gP(Sk = 3) + glP(Sk = 5)
1 1

P(Sk41 =3) = E]P)(Sk =1)+=P(Sx=2)+ gP(Sk =4)

P(Sk =3) + %]P)(Sk =15)

P(Ski = 5) = {P(Sk = 1)+ 3P(Sk =2) + %P(Sk — 4

P(Sp1 =4) = -P(S), = 1) +

— Wl Wl

w

Ce qui se traduit matriciellement par

Vk e N, Xy = BXy avec B =

O Wl O Wl—wWl—
O W= O W=

S [ s s = O
W= O W= O Wi
Wik O wik O wi

3. La somme des éléments de chaque colonne de B, et donc de chaque ligne de ‘B, vaut 1. Ceci
signifie que

“
W

— = = =
I

— = e

ou encore que

1 € Sp('B) et € ker(B — I5)

— = = =

4. Un calcul immédiat donne BXy = Xy et, par récurrence immédiate, X;, = B*¥X, = X, pour
tout entier k. X donnant la loi de Sy,
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10.

’toutes les Si ont méme loi dans ce cas‘

. Si le rat est dans une piece, il la quitte au temps suivant. Ainsi, P(Sp = 1N S, =1) = 0. Or

P(So = 1)P(S; = 1) = & # 0. Ainsi

’S() et S1 ne sont pas indépendantes‘

Convergence dans M, (R)

. Soit = € ker(u — Ig). On a u(x) = z et par récurrence immédiate, u¥(x) = = pour tout k. Ainsi,

rp(x) =z et

’Va: € ker(u — Ig), rp(z) — ZL“

. Soit & € Im(u — Ig). 1l existe y tel que z = (u — Ig)(y) et donc x = u(y) — y. Ainsi u!(z) =

w1 (z) — ul(x) et (télescopage)

ri(x) =

x| =

k—1 1
() — wl(a)) = () — a)
=0

On en déduit que ||rg(z)]| < £([|[u”(2)|| + [|z]|). Or, u contractant les normes, |[u*(z)| < |z|| et
donc notre majorant est de limite nulle. Ceci montre que

’Va: € Im(u — Ig), r(x) — OE‘

. Par théoréme du rang, on a les bonnes dimensions. De plus, si z € Im(u — Ig) Nker(u — Ig),

(ri(z)) est simultanément de limite = et Og et donc = O par unicité de la limite. L’intersection
est donc réduite a O et la somme est directe. Finalement

’E:ker(u—IE)EBIm(u—IE)‘

. Soit z € E. Il existe y € ker(u — Ig) et z € Im(u — Ig) tels que x = y + z. On a alors

r*(z) = r¥(y) + r¥(2) — y. & — y est la projection sur ker(u — Ig) de direction Im(u — Ig).

’Vﬂ: € E, rp(z) — p(z) avec p projection sur ker(u — Ig) de direction Im(u — Ig) ‘

Pour parler de convergence dans M, (R), on doit munir cet espace d’'une norme. Et comme
lespace est de dimension finie, le choix de la norme est indifférent (les normes sont équivalentes
en dimension finie). Les mémes calculs que ceux menés ci-dessus montrent que

VX €R", R X — PX

ou P est la matrice (dans la base canonique) de la projection sur ker(A — I,,) de direction
Im(A — I,) (espaces supplémentaires dans R™). Appliquons ceci aux éléments E; de la base
canonique de R" : Vi, ||RiE; — PE;|| — 0. Comme tous les normes sont équivalentes sur R”, on
peut choisir de travailler avec la norme infinie associée a la base canonique. ||RyE; — PE;|| — 0
signifie alors que chaque suite des coefficients de Ry F'i converge vers le coefficient associé de PE;.
Ceci signifie donc que chaque suite coefficient de Ry converge vers le coeflicient de P associé.
Ou encore que Ry — P au sens de la norme “maximum du module des coefficients”. On a donc
convergence de (Ry) vers P. Enfin, P est la matrice d’une projection et P? = P.

AP/ R, —» Pet P2=P
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Matrices stochastiques
Posons V = AU. On a

n n
Vi, Vi= ) aiUj =) ai;
j=1 j=1

On en déduit que

’ (4) équivaut a AU = U‘

Soient A, B stochastiques. Par les formules de produit, C' = AB est a coefficients positifs (chaque
ci; est somme et produit de termes > 0). En outre CU = ABU = AU = U avec la question
précédente. Cette méme question indique que C vérifie (4) et est donc stochastique.

’5 est stable par multiplication‘

Soit (Ag) une suite convergente de matrices stochastiques et A sa limite. Chaque coefficient de
A est limite de la suite correspondante des coefficients de Ay et est positif comme limite de tels
termes. De plus, Vk, A U = U donne AU = U. Ainsi A est stochastique.

Soient A, B stochastiques et A € [0,1]. Posons M = AA+(1—\)B. La positivité des coefficients de
A et B entraine celle des coefficients de M. De plus MU = MAU+(1-A\)BU = \U+(1-\U =U
ce qui donne (4) pour M qui est donc stochastique.

& est convexe

Posons Y = AX = (yi)1<i<n- On a

n n n
Vi, lyil = D aigei| <Y laig] - la] < llzlloe D aig = |2l
=1 i=1 =1

Ceci étant vrai pour tout ¢, on a

IAX[|oc < [[ Xl pour tout X € R"|

Notons B = AP = (b; ;). B est une matrice stochastique (question 12) a coefficients > 0. Soit
X € ker(B—1,) et s un indice tel que x4 est le maximum des x;. On a BX = X et, en regardant
le coefficient d’indice s de cet élément de R",

n n
Ts = E bi,jxj S Tg E b@j = Tg
j=1 7j=1

(on a utilisé la positivité des b; ; pour dire que b; jx; < b; jxs). Si, par 'absurde, il existait un j
tel que z; < x, alors, comme b; ; > 0, on aurait b; jz; < b; jxs et on obtiendrait ci-dessus xs < x4
et donc une contradiction. Ceci montre que les z; sont tous égaux et donc que X € Vect(U).
Ainsi ker(AP — I,,) C Vect(U). Mais AP est une matrice stochastique (question 12) et on a donc

U € ker(A — Ip). Ainsi

’ker(Ap — I,,) = Vect(U) et donc dim(ker(AP — I,,)) = 1‘

On sait déja que Vect(U) C ker(A — I,) car A est stochastique. Si AX = X alors par récurrence
AFX = X pour tout k et en particulier APX = X. la question précédente montre que X €
Vect(U) et ainsi



ker(A — I,) = Vect(U) |

17. Les Al sont toutes stochastiques (question 12). Ry est donc a coefficients positifs comme somme

18.

19.

20.

21.

de telles matrices. De plus

kol

-1

R U = U=U

=

k—1
> AU =
=0

x| =
—
Il
o

et on a aussi (4). Finalement

’Rk est stochastique pour tout k:‘

On aurait aussi pu utiliser la converité de £ puisque Ry, est isobarycentre de matrices stochas-
tiques.

Les questions 10 et 14 montrent que (Ry) est convergente de limite P telle que P? = P. De
plus, les questions 17 et 13 (caracteére fermé) montrent que P est stochastique. La partie 2 a
montré que P est la matrice de la projection sur ker(A — I,) de direction Im(A — I,). On a donc
Im(P) = Vect(U) et P est de rang 1.

(R — P, P €& Tm(P) = Vect(U) |

Toutes les colonnes de P sont ainsi multiples de U et il existe A; telle que la colonne i s’écrive \;U.
En posant L = (Aq,...,\,) (matrice ligne) on a alors P = UL. Comme toutes les coordonnées
de U valent 1, toutes les lignes de P valent L. Comme P est stochastique, L I'est aussi.

’P = UL avec L matrice ligne stochastique

Remarquons que

k
1 1 k+1 1
RA:fE A= Z((k+1D)Rpo1 — 1)) = ——Ryuq — 1,
k kl:1 k(( + 1) Rgs1 ) PSS R

En faisant tendre & vers +oo, on obtient

On aurait aussi pu dire que Im(A — I,) = ker(P) et que donc P(A—1I,) = 0.

P est une matrice dont toutes les lignes sont égale a L. PA est ainsi une matrice dont toutes les
lignes sont LA. L’égalité PA = P donne ainsi LA = L.

Si Y est une matrice ligne, Y A = Y s’écrit aussi ‘A%Y ='Y ou encore (‘A —I,,)%¥ = 0. Or, avec la
question 16, A — I,, est de rang n — 1 (par théoréme du rang) et il en est de méme de 'A — I,,. Le
noyau de 'A — I, est ainsi de dimension 1. Il contient la matrice ‘L qui est non nulle (car sinon
P = 0). Ainsi, les matrices ligne Y vérifiant YA = Y sont les multiples de L. La somme des
coefficients de AL ne valant 1 que si A = 1, on a finalement

L est la seule ligne stochastique telle que LA = L

On montre par récurrence simple que LA* = L pour tout k. En particulier, LA? = L. Si, par
I’absurde, on avait A; = 0 alors en regardant le i-eme coefficient de LAP = L, on aurait

n
0= Aj(A7);,
j=1
Les (AP);; étant > 0 et les A; positifs non tous nuls, ceci est impossible. On a montré que

4
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’L est a coeflicients strictement positifs‘

On sait que ker(A —I,,) @Im(A — I,,) = R™. Les espaces F' = ker(A—1I,,) et G = Im(A —I,,) sont
stables par ’endomorphisme canoniquement associé & A. En notant up € L(F) et ug € L(Q)
les endomorphismes induits, comme F' @& G = R",

Xu = XupXug

F est de dimension 1 et up = Idp donc xy, = (X —1). Comme F NG = {0}, ug — Idg est
inversible et 1 n’est pas racine de xy. De tout cela, on déduit que 1 est racine simple de xu,
c’est-a-dire

’ 1 est valeur propre simple de A‘

Application au labyrinthe

On a P = UL ou L est I'unique ligne stochastique telle que LA = L, c’est-a-dire ol ‘L a des
coefficients positifs de somme 1 et vérifie ‘AL =' L, c’est-a-dire ol ‘L est vecteur propre de B
associé a la valeur propre 1. (4,3,3,3,3) est un tel vecteur propre et donc L = %(4, 3,3,3,3).
Finalement,

&l
iGNNI
W oW W W w
W W W W w
W oW W W w
W oW W W w

Supposons que Sy suive une loi convenable. On a alors Xy = BXj et, en transposant, ‘XoA =! Xj.
Comme X est stochastique, la question 20 montre que Xy = L trouvé ci-dessus.
La réciproque a été traitée en question 4.

1/4
3/16
Le seul cas ou les Sy ont la méme loi est donnée par Xo = | 3/16
3/16
3/16




