X-ENS-ESPCI PC 2024

Eléments de correction

Ce sujet comporte un bon nombre de questions accessibles. Voici une petite classification
(subjective évidemment) des questions de ce sujet :

e 19 questions de cours, d’applications directes du cours ou de calcul élémentaire/classique :
1:;2;3(a,b,c) ;455(a) ;13(a,b) ;16 ;17(a) ;19(a) ;21(a,b,c) ; 22(b) ; 23(a) ; 24(a); 25(a)

e 15 questions qui ne nécessitent pas d’initiative particuliere, ni astuce mais de bien écrire les choses
en comprenant les objets manipulés :

5(b,c); 6(a,b); 7(a,b,c); 9(a,b); 10(a); 11(a); 17(b);18; 22(b) ; 24(c)

e 12 questions plus techniques, nécessitant une initiative et/ou une bonne syntheése des questions
précédentes ou une rédaction plus délicate :
8;10(b,c);11(b);12(a,b); 19(b); 20; 22(a) ; 23(b) ; 24(b) ; 25(b)

e 5 questions difficiles :
10(d) ; 14(a,b); 15; 26

On a Iy = RTR donc 1 = det(Iy) = det(RTR) = det(RT) det(R) = det(R)2. Dot det(R)? = 1.

L’application (4, B) — tr(AT B) est :
1. bilinéaire par linéarité de la transposée et de la trace, et par bilinéarité du produit matriciel
(il vaut peut-étre mieux écrire la linéarité d gauche ou d& droite pour convaincre votre correcteur

que vous connaissez la définition de la bilinéarité ?)
2. symétrique car (A, B) = tr(ATB) = tr (ATB)T) = tr(BTA) = (B, A).

3. définie positive car (A, Ay = tr(ATA) = Z A% = 0 et si (A, A) = 0 alors
i,j€[[1,d]]

M1, cl]]2 A7; =0 donc A = 0.

d

ZZ

2
Z Aij =
i,5ell1,d]
donc pour tout (4,j) €

D’une part (u, Av)pa = Z u;[Av];
i=1

T?i _

d d

= 2, 2, vy

i= 1] 1

Z v A;; = (u, Av)ga.

D’autre part, (uv”, A) = tr((uv?)
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3(c)[Ona: BTA) ATB donc (A, Bc> (ATBO) = tr((BTA)TO) = (BTA,C).
De plus, d’apres 1'égalité précédente tr(A’B’) = tr(B'A’) avec A’ = ATB et B'=C,on a :

tr((ACT)TB) = (ACT,B), (¥) car (ACT)T = CAT.

(A, BC) = tr(ATBC) = tr(CAT B) 5
*
.= ||C;||* = 1 en notant C; la i-éme colonne de R, C; est de norme un

On a: Rfl < i Ri,z
car les colonnes de R forrlilzeilt une BON de R? pour le produit scalaire canonique.
Z R} = (Ip)i = 1.
On utilise que D est une matrice diagonale avec D;; = «; = 0 et la question précédente :

d d
Z (DTR); Z Dii Rii < D el Rl < > i =tx(D
=1 i=1

- <1

Notonsx—a—b

|¢g(a)— ¢y(b)| = |Ra+7—Rb—7| = |R(a—b)| = |Rz| = \/(Rz)T Rz = VzTRT Rz = VaT Iz = |x|.
5(b) | Soit g, g’ € Dep(R?). On note g = (1, R) et ¢’ = (7', R').

= ¢ . Alors pour tout x € RY, Rz + 7 = R'x + 7/, en particulier pour z = 0, 7 = 7.

Autre rédaction : Ri = (RTR);;

(D,R) = tr(DTR) =

=

Supposons ¢4
Par conséquent, pour tout « € R?, Rz = R’z donc les applications linéaires = — Rx et o — R'x sont

égales donc leurs matrices associées dans la base canonique de R? sont égales : R = R’. D’otl g = ¢'.

démonstration de cours

N
exemple de cours a

connaitre

produit matriciel, question

proche du cours

démo de cours

question élémentaire si I’'on
sait que (EF)T = FTET

question de cours

cours |Rz| = |z| pour R or-

thogonale

on peut choisir x

question clé qui va sou-
vent servir dans les ques-
tions suivantes pour l'uni-

cité



La réciproque g = ¢’ = ¢4 = ¢4 est immédiate.
Eristence : on pose e = (0,14). On a alors ¢.(z) = I;x + 0 = = pour tout x € R%
soit €’ € Dep(RY) tel que ¢ est 'identité de RY. Alors ¢, =
précédente e = €’

Ezistence : pour tout x € RY, ¢y 0 ¢y(2) = ¢y (Rx +7) = R'(Rx +7) + 7' = R'Re + R't + 7'
=R7+4+7 et R"=RR;onaR"eSO4R) car R’ et R sont dans SO4(R). On pose
¢g”-

Unicité : soit h € Dep(R?) tel que ¢), = ¢y 0 ¢y alors ¢, = ¢,v et par la question (5b) h = g”.
- Soit g1, go et g3 dans Dep(R%). On a :
Dg1(g293) Gy © Pgags = gy © (dgs © Dg,)

(6 ) (6a) assomatlwtc
donc par la question (5b), g1(g293) = (9192)93-
Attention ¢, n’est pas une application linéaire! Injectivité : soit a,b € R? tel que ¢, (a) = ¢4(b).
Alors Ra + 7 = Rb+ 7 donc Ra = Rb mais R est inversible (det(R) = 1 # 0) donc a = b.
|¢g(a) = ¢g(b)] = |a —b].
soit y € R On cherche z € R? tel que y = ¢4(z)

Unicité : ¢ donc d’apres la question

On pose 7"

g" = (7", R") et on a alors par le calcul ci-dessus, ¢4 © ¢, =

(¢g1 © ¢gz) Pgs

(6:a) ¢9192 © d)gs (6:a) ¢(9192)93

Remarque : on pouvait aussi utiliser 5a) :
Surjectivité : = Rx + 7. 1l suffit de poser
r=RYy—1).

Remarque : on pouvait aussi rédiger par équivalence ; pour z,y € R? :

y=¢dg(x) y=Rr+17<x=R(y—1).

7(b)

On vérifie (méme calcul qu’a la question 6a) que : ¢4 © Py =

=R %L
¢ (rappelons ici que ¢, est 'identité
— ¢g—1.
Unicité : s'il existe g” tel que ¢gn = ¢;1 = ¢4 alors g” = ¢’ par la question (5b).
On a ¢ge = ¢g 0 pe = ¢pg donc (5b) ge = g. De méme eg = g.
a

Existence : on pose g’ = (7', R') avec 7/ = —R™'7 et R/

de R?) donc en composant & droite par ¢g_1 on obtient ¢y = ¢, © %—1

1

De plus, ¢g45-1 = $g 0 Pg—1 = Pg 0 ¢g_1 = ¢, par définition de ng;l, d’out par 5b, gg=* = e.
a
On montre de méme g~ 'g = e.
Supposons que pour tout g,g’ € Dep(R%), g = ¢'g alors d’apres 6(a), ¢y 0 ¢y = ¢y © by

et en reprenant lexpression de gg’ obtenue en 6(a) : R't + 7' = R’ + 7 et RR' = R'R pour tout
R, R € SO4(R) et tout 7,7’ € R%;
" pour tout R, R’ € SO4(R) et tout 7 € R% R't = R d'ot R' = R.

= R, donc SO4(R) est réduit a un élément : SO4(R) = {I4};

en particulier pour 7 =1
Ainsi, pour tout R, R’ € SO4(R), R’

0 -1
on en déduit d = 1 ( par I'absurde si d > 2, en notant Ry = (1 0 >, la matrice diagonale par blocs :

(Rz (0)
(0)

Ii_s

- Smt g,g € Dep(Rd) z € EY(R).
9 (P9 (20)1<i<n) = (P90 09 (2)1 <i < 6a (D99 (2i))1 <icn = (99') - 2

9(b) | Soit z,y € EF(R) et g € Dep(R?). Supposons z = g - y. D’apres 7c, g~1g = e donc d’apres la
Va=gl(gy)=(""9) y= €Y= (Pe(¥i))i<i<n = (yz)1<1<n =y.

10(a) |Soit z,y € £7(R) et g € Dep(R?). |lg-y—g-z|* = ZI% vi)— g (wi)|* = Zlyz il* = ly—z*.

10(b) | Pour tout g € Dep(R?), |y—g-z| =

donc :

> appartient & SOg(R) et elle est différente de ;)

question précédente, g~

lg-(g~* -y)—g-xl\ =g ty—z]| = Hx—g Lyl =y, x)

Vg € Dep(R?), |y 5y, x)

par passage a la borne inférieure sur g € Dep(R?), on en déduit (la borne inf est le plus grand des

—g-x| =

minorants) :

o(z,y) = d(y,x)

On obtient de méme par symétrie des roles de z et y, 0(y,z) < §(x,y) donc §(z,y) = §(y, ).
10(c) | On applique 'inégalité triangulaire pour la norme | - || (si lon admet qu’il s’agit bien d’une

norme, ce que I’énoncé semble faire) :

on devinait e sans trop de
difficultés

en écrivant les choses cal-
mement, g’ apparait natu-

rellement

I’argument clé est ’associa-

tivité de la loi o

rédaction application bijec-
tive (cas général, ¢4 n’est

pas linéaire)

c’est ’expression de g” de
la question 6a) qui permet

de trouver g’ et 7’

on utilise la définition de
g - z, la seule difficulté est
d’écrire des égalités homo-
geénes

conséquence la question

précédente et 7c)

rédaction classique avec les
bornes inf : on utilise un
passage a l'inf pour obtenir
une inégalité. Pour obtenir
une égalité avec une borne
inf, on établit deux inégali-

tés

procédé ultra classique,
faire apparaitre (gg’) - v

par +/-



lz =g - =lz—(99") -y +(99) -y —g -z <|[z—(99) -yl +1(99") -y —g-2z| par 9(a) et 10(a)
[ —

=lg"-y—=|

10(d) | On a pour tout g, g € Dep(R?), d(z,2) < |z —g | < |2 —(99) -yl +|g" -y — =]

donc §(z,2) — ||¢’ -y — z| < ||z — (99') - y| donc par passage & la borne inférieure sur g :
(1) b(z,2) =gy — el < flz—(g¢') -yl = wflz—g- (" y)l = (s y,2)
De plus en écrivant h = hg'~tg’ = h'g’ avec i’ = hg’~! (c’est ici le point astucieux de cette question)
VheDep(RY), |z—h-y|=]z—h (¢ -y)| = (g -y,2) par définition de §(g’ -y, 2)

donc par passage & la borne inférieure sur h, ir]}Lf lz—h-y| = (¢ - y,z) soit 8(y,2) = 6(¢9" -y, 2).

Donc en reprenant U'inégalité (1) :
0(x,2) =gy —=| <d(g" y,2) <d(y,2) don d(x,2)—6d(y.2) < lg'-y—=| (2)
Donc par passage & la borne inférieure sur ¢’ dans U'inégalité (2) :

§(z,2) —0(y,2) <

inf
g’€Dep (R4

inf

/ pr—
yend lg" -y — | =

106
=gyl D 5y, x) = 5z, y)
donc
§(x,z) < 6(z,y) +0(y, 2)

11(a) | Supposons ¢(x) N ¢(y) non vide : il existe z € c(z) N c(y) : il existe g, g, € Dep(R?) tel que
Z=gz-retz=gy-y.
Soit ' € ¢(x). 1l existe g’ € Dep(R?) tel que 2’ = ¢’ -z or x = g; ! - z d’aprés 9b donc

/ / /

=g x=g (9" 2)=(99;") 2= g9z 9y)y donca’ec(y)

€Dep(R%)

Nous avons montré ¢(z) < ¢(y) et de méme par symétrie des roles de = et y, on montre ¢(y) < c(x)
donc ¢(x) = ¢(y).
11(b) | Supposons ¢(x) = ¢(y). On a y = e -y donc y € ¢(y) = c(z) donc il existe g’ € Dep(R?),

y=g¢ -z dou|y—g¢ -z| =0 et par conséquent,

inf
geDep(R?)

12(a) | Pour tout 4 € [[1,n]],

lyi — (Rai +7)]* = |yi — 7 — R(z: — %) +§— RT — 7°

0 < d(z,y) = ly—g-z| <lly—g -x|=0 doncd(z,y) =0

= |yi =7 — R(z:i —%)]” + [ — RZ — 7[> + 2{y; = § — R(z: — F),J — RT — T)pu

On somme ces égalités pour i =1 an :

Milyi— Rai+ )P = lyi —7— R(zi — D)+ D |5 — Rz — 7|
=1 =1

i=1

n
+2) {yi =G — R(z:i —7),§ — RT — T)pa
i=1

Or par bilinéarité du produit scalaire :

question difficile qui néces-
site une bonne agilité dans
la manipulation des bornes

inf

point clé de la solution :
on a légalité 6(¢’ - y,2) =
d(y, z) mais seule l'inéga-
lité 6(¢' -y, 2) < 6(y, z) est
utile pour obtenir I'inéga-
lité

traduction de c(z) n c(y)

non vide

si 'on traduit bien z’ €
c(z) et ' € c(y), il n’y
avait pas de difficulté parti-
culiere ; il fallait bien com-

prendre la définition de

c(z)

procédé classique pour
faire apparaitre la quantité

yi — 7 — R(z; — T)



—y—R(wi—x)]7y—R$—T>
R4

Dwi—7 i y—Rw—T>

— 0.7 — RT — Swa = 0 car Y lyi—7l=0
=0,7-R Jra =0 { et Z?l[R(zix)]:o}

Par conséquent,

=2 lyi—7— R =)+ Y [g- Rz —7|"= Y [y — 7 — R(=
i=1 i=1 =1

)’ +nly— Rz — 7|

12(b) | Soit R € SO4(R). D’aprés la question précédente, J(T — 7)) avec

n
Z lyi —
RT — 7|> = 0 cest & dire 7 = §J — RZ.
Donc 7 — J(7, R) posséde un unique minimum atteint en 7(R) =5 — RZ.
13(a) | L’ application M ~ M7 est linéaire donc f; : M + (M7T, M) est linéaire sur My(R) de
dimension finie donc g est continue;
De plus, f2: (A, B) —
Donc f = f5 o f1 est continue par composée d’applications continues.

Ona

SOq(R

égalité si et seulement si n g —

AB est bilinéaire sur My(RR)? de dimension finie donc elle est continue

={MeMy(R) | M"M = I, et det(M) =1}
— {M e Mg(R) | f(M) = fd}ﬂ{MeMd( ) | det(M) =1}

o {MeMyR)| f(M

par l'application continue f.

) = I} est fermé car c’est 'image réciproque du singleton {I;} (partie fermée)

Rédaction alternative en utilisant une application continue da valeurs dans R :
{MeMyR)| f(M)=1;} = {MeMygR) | |f(M)— 1| =0} est fermé car M — |f(M
est continue par somme et composée de applications continues (f, | - | sont continues)

o {MeMyR)| det(M)=1} = {M e My(R) | det(M)—1 =0} est fermé car M — det(M) — 1

est continue (car det est continue).

) — 14|

Donc par intersection d’ensembles fermés, SO4(R) est un fermé.

De plus pour tout M € SO4(R), M| = 1/tr(MTM) = \/tr(14) =
la boule de centre O et de rayon v/d, donc SO4(R) est borné.

14(a) | Pour tout (7, R) € Dep(R9), J(7(R),R) < J(7,R) d’aprés 12(b).

L’application R — 7(R) est continue sur My(R) car R — RT est linéaire sur My(R) de dimension

vd donc SO,4(R) est inclus dans

finie.

On en déduit (pas le courage de détailler mais par somme, composée de fonctions continues; z — |z|
est continue car 1-lipschitzienne...), K : R — J(7(R), R) est continue sur le fermé borné SO4(R) donc
par le théoreme des bornes atteintes, K posséde un minimum : il existe R, € SO4(R) tel que pour tout
ReSO4R), K(Ry) < K(R) d’ott :

J(1(Ry),Ry) < J(T(R),R) < J(r,R) pour tout (7, R) € Dep(R?)

Pour:z:z( i
R

constante ; donc pour tout R’ € SO4(R), pour tout (7,

= Z ly; — 7| est une application
i=1

1<i<n, B J

)€ Dep(Rd) :

J(r(R),R") = J(r(R),R) < J(1,R)

la clé de question est de re-

marquer que

D=7 = X (@i-7) =
i i=1

trés proche de la démons-
tration de cours d(z, F) =

lz — pr(2)]

cours application  li-

néaire/bilinéaire sur un
espace de dim. finie est
continue

application  directe du

cours sur limage réci-

proque d’un fermé, et

I'intersection de  deux

fermés

il fallait penser au théo-
reme des bornes atteintes
pour une fonction continue

sur un fermé borné

on trouve un cas particulier

ou il n’y a pas unicité



Toutes les matrices R’ € SO4(R) vérifient dans ce cas I'inégalité de la question précédente; il n’y a pas
unicité de R’ sid = 2 (si d =1, SO4(R) ne contient qu'un élément (1))
(15) | On a par définition de § puis la question 14(a) :

5 2 = f 2 inf J(r, R
(z,y) geDm - ly—g-z|* = QR L (1, R)
14(a) .
= f
ReSO(R) J(r(R), R)
- f ; R(z
Reslg (R)Zly - ~-7)

Pour R € SO4(R),

D lyi =7 — Rl -7 =
i=1

M:

Y (I = + Rl ~ DI = 20y — 7. Rla: — )z

@
I
—

Il
I M:

—g +Z|R )\2—22@1‘—?,1%(%—@%@

Or |R(z; — 7|* = |a; — T|? car R O4(R) et donc Y. |R(z; — F)|* = nV;,(x) done

Dy =7 — Rlai — 7)) = nVi(2) + nVa(y —2Z<yz 7, R(2i — T))pa
i=1
=nV,(z) +nV,(y) — 2 Z (s , —T)",R) d’apreés 3(a)

= nV,(x) + nV,(y <i )T,R>

=nVu(z) + nVa(y) —2{Z(z,y),R) avec Z(x,y) = Z(% )@ —7)T

i=1

On en déduit (détails?) :
o(x inf i R(x =nV,(x) +nV, —2 su Z(z,y), R
(2. ) mmew P Rl =) £Vl =2 s (Zr0) R

(16) | ST = (ZT2)T = ZT(ZT)T = S, S est une matrice symétrique réelle donc d’aprés le théoréme

spectral , il existe une base orthonormée de R? (pour le produit scalaire canonique) (uy, - - - ,uq) constituée
de vecteurs propres de S. On note Ay, -+, Ay les valeurs propres de S, qui sont réelles, donc on peut les
ordonner par ordre décroissant : Ay = Ay = --- = Ag. Reste a montrer que A\; > 0.

11 faut penser & considérer : {(Su;, u;y = \jug, u;y = Nlug, uy = A;.
Donc X\; = (Suj,u;y = {Z¥ Zuj,u;y = ul' ZT Zu; = |Zu;|?> > 0 car u; # 0 et Z inversible donc
Zu; # 0.

Ona:

1 1
Vi, Vj)pd = ———=2Z Ui, ZUj)pd = u; i
< J>Rd /\i>\j< J>]Rd )\i)\j /\i)\j

= ! UT)\’LL:\/TJUTU BON 1 Sll:j
POV A 0 siij

car (up,--- ,uq) est une BON de R?
Par conséquent (vi,---,vq) est une famille orthonormée de R¢ donc elle est libre; de plus elle est

constituée de d = dim(R?) vecteurs donc c’est une base de R9.

question difficile de fin de

partie

question tres classique



17(b) | Remarque : je vais considérer le produit matriciel VI ZU plutot que de considérer VDUT car
avec les notations par colonnes, la itme ligne de V7T est v}, et la jeme colonne de U est Uj.
Pour tout (4,7) € [1,d]

AN sii=7
(VTZU>Z‘J‘ = U?(ZUJ‘) = ’UiTw/)\j’Uj = )\j’UiT’Uj BgN J J dOIlC (VTZU)ZJ = Dij
0 sii#j

Donc VI ZU = D et sachant que les matrices U et V sont orthogonales (leurs colonnes forment une
BON de RY), VVT =UuUT =1,, Z=V{VTzU)UT =VDUT.

4 0 1 0
S = ZlTZl = 0 1), la matrice est diagonale : la base canonique u; = ( 0 ) et uy = < ) )

est une BON constituée de vecteurs propres de S.

0 1
On pose alors vy = ﬁZﬂh = <1> = ug et vy = %ZlUQ = <0> = Uy

[) i 1/ = I [/ = e‘ D =
uis 5
1 2 1 1

0 1 0 1 2 0 1 0
on a alors d’apres 17(b) : Z; = VD UL . Z, = = }
pris 17(0) : 73 = VDLUT : 2, (2 0) (1 0)<0 1)(0 1)

4 0 1 0
So =217y = ( > uy = 0 et ug = ) (méme vecteurs que précédemment)

)

0 1

On pose v = 2 Zouy = = —ug et vg = Zaus = Ug
2

is U- I, V- 0 1 t D D 2.0
uis = R = e = =
p 2 2, V2 1 0 2 1 0 1

1 1 2 1
donc Zy = VQDQUZT soit 0 = 0 0 0 .
-2 0 -1 0 0 1 0 1

19(a) | Soit R € SO4(R). Les matrices VT, R et U sont orthogonales donc VT RU € O4(R).
De plus, d’aprés 17(b), det(Z) = det(V') det(D) det(U) donc

det(Z
det(VTRU) = det(VT) det(R) det(U) = d;é D)) det(R) > 0 car det(D) > 0, det(Z) > 0 et det(R) > 0
Donc d’aprés (1) det(VTRU) = 1 et par conséquent, VT RU € SO4(R).

19(b) | On a

YRe SO4R), (Z,R)=(VDU' R) = (D,VI'RU) < sup (D,R’) car VI RU e SO4(R)
3(c) R’eSO4(R)

Donc par passage a la borne supérieure sur R € SO4(R), sup (Z,R) < sup (D,R).
ReSO4(R) R'eSO4(R)
De méme ,

VRe SO4R), (D,R)=<(V'ZU,R) o (Z,VRUT) < LS (R)<Z, R'Y car VRUT € SO4(R)
(& /e a

Donc par passage a la borne supérieure  sup (D,R) < sup <(Z,R') dou
RGSOd(R) RIESOd(R)

sup (ZRy= sup (D,R)
ReSO4(R) ReSO4(R)

(20) | D’apres la question précédente et 4(b), si det(Z) > 0,

d
sup (ZRy= sup (D.R)y"Y u(D)=(D,1s)= Y VN
RGSOd (R) RESOd (R) i=1

Puis en utilisant le résultat de la question 15, si det(Z(z,y) > 0), Z(x,y) est inversible donc on peut

on suit la construction de
U, V, D des questions pré-

cédentes

méme remarque qu’en
10(b); pour établir une
égalité de borne sup, on

démontre deux inégalités

sup (D,R) est un
ReS04(R)
maximum atteint en

R = I; d’apres 4(b)



appliquer les résultats des questions précédentes avec Z «— Z(x,y) :

d
0(z,y) =y | nVa(z) + nV,(y) — 2 Z \/)T,

ot (v/A1,-++,4/Aq) sont les valeurs singulieres de Z(z,y).

21(a) | Soit A une valeur propre réelle. Soit z € R%, z # 0 tel que Rx = A\x alors |Rx| = |A\z| = |\||z]

| R
|]

et |z| # 0 donc |\ =
Rappelons pourquoi |Rx| = |z| : |Rz|?> = (Rz)T Rz = 2T RT Rz = 2Tz = |z
21(b) | det(R + I) = det(R + RRT) = det(R(I; + RT)) = det(R) det(I; + RT).
21(c) | Si det(R) = —1, alors d’aprés la question précédente, en utilisant det(M) = det(M7T) et la

linéarité de la transposée :

=1 car R est orthogonale.

det(R+1;) = —det(I;+R") = —det (I + R")") = —det (I] + (R")") = —det(I4+R) = — det(R+14)

donc det(R + 1) = 0.
22(a) | On a det(R) = —1 donc d’apres la question précédente det(R + I;) = 0 donc —1 est valeur

propre de R donc il existe ug € R? unitaire tel que Rug = —ug.
On pose E; = Vect(ug)* et on considére une base orthonormée de Ey, (uy,--- ,uq_1); on a alors
immédiatement (ug,--- ,uq) une base orthonormée de R
De plus, pour tout = € Ey, en remarquant que Rug = —ug entraine RTuy = —ug car R e Og(R) :
ul Re = (RTug)Tz = (—ug)Tx = —ulz = —(ug, 2)pa = 0 par définition de E;

22(b) | Pour tout z € By, (Rz, uqype = ul (Rx) = 0 donc Rz € Vect(ug)™ = Ey. Donc R(E;) < Ej.

R est inversible donc dim(R(E;)) = dim(E}) ; avec 'inclusion précédente, on en déduit R(E;) = Ej.

On a U € O4(R) car ses colonnes uy,--- ,uy forment une base orthonormée de R¢ donc :
(S,R"y =(UTDU,UTRU) = (DU, gg_T/ RU) = <D, RUUTY = (D, R).

=1,
23(b)|On a R = UTRU = U~'RU avec U la matrice de passage de la base canonique de R? & la
base (u1,- - ,uq) donc R est la matrice de © — Rx dans la base (u1,--- ,uq); E7 étant stable par R et
0
Rug = —ug, on en déduit que R’ est de la forme : R = Ro :
0
0 0 -1
R’ € O4(R) donc par produit matriciel par blocs :
0 0 0
T : : T :
L=RTR =| Mo : o Fl=| fofo | done RTRy =1,
0 0 0
0 0 -1/ \0 0 -1 0 0 1

24(a) | En remarquant que S est une matrice symétrique, on a par produit matriciel par blocs :

: Rn (0 :
STR — SR = | S0 ° ( o | >> SoRo " | Donc par la question 23(a),
AN —Sud
(D,Ry={(S, Ry = te(STR) = tr [ %0F0  * | —tx(SyRo) — Sua
: —Sdd

24(b) | Sy est symétrique réelle (car S 1’est) donc d’apres le théoréme spectral, il existe P € Oq_1(R)
et Dy € My_1(R) diagonale tel que S = PDoPT = PDyP~!.

démonstration de cours

cours : A € Sp(R) ssi
det(R — Xg) = 0 ssi
Xr(A) =0

une fois ug défini, on pose
E de sorte que Vect(ug) L
Ey

th. spectral !



So et Dy sont semblables donc tr(Sp) = tr(Dy).
On a en posant W = PTRyP, W € O4_1(R) et en utilisant le résultat de la question 4(b) avec W et
Dy :
tr(SoRo) = tr(PDoPT Ry) = tr(DoPT Ry P) = (Do, W) ﬁ) tr(Do) = tr(So)

OnaS=|[% * |donc tr(S) = tr(So) + Saa-
oo Sud

De plus S = UTDU = U~'DU donc tr(S) = tr(D) d’ot tr(Sp) + Sqq = tr(D). Donc par 24(a,b) :

<D, R> = tI‘(SoRo) —Sqq < tl"(So) — Sgq = tr(D) — 28544
24(a) 24(b)

d d d
S = UTDU donc Suq = Z 2, UNas Dig | Uja= 2, U4 Dig Usa = 3, iU
i=1j=1 —U“; =0 si i#] i= Qi =1

25(b) | Les a; étant classés par ordre décroissant :
d d d
de=2a]—Uj2d/ Z d—adcarUEOd( ): ZUJZd:l

Donc en utilisant la question 24(c) :

(D,R) < tr(D) —2S4q < tr(D) —2a4 = (2 > —aq

(26) | I s’agit d’exprimer  sup {(Z(z,y), R). On notera Z = Z(x,y) par commodité.
RESOd(R)

On reprend les notations des questions 16 et 17 : D = diag(v/A1,- -+ ,4/Aq) et Z = VDUT,
En reprenant les démonstrations des questions 19(a)(b) on montre dans le cas det(Z) < 0 que pour
Re SO4R), R = VTRU € O4(R) et det(R') < 0 puis :

sup (Z,R)= sup <(D,R)
RESO{;(R) RGOd (R)
det(R)=—1

On en déduit avec la question précédente et a; = v/,

sup (D, R) = (Z \F> \/7d atteint pour R = (Id_l O)

ReO4(R) 0 -1
det(R)=—1
Conclusion
0(z,y) = | nVa(z) + nV,(y 722\ﬁ+2«/
e Remarque : montrons en détails comme en 19(b) sup (Z,Ry= sup <(D,R).
ReS0O4(R) ReO4(R)
det(R)=—

Pour R € SO4(R), R' = VTRU € Oy(R) et det(R') = det(V7) det(R) det(U) = §55) det(R) < 0
donc det(R') = —1 (d’apres question 1).

On a donc pour tout R € SO4(R), (Z,R) =(D,VI'RU)Y < sup (D, R’) donc par passage a la

R'€04(R)
det(R')=-1
borne supérieure  sup (Z,R) < sup <(D,R’).
ReSO4(R) R'€04(R)
det(R')=—1
On montre de la méme maniére  sup (D,R’) < sup {(Z,R).
R'e04(R) ReSO4(R)
det(R)=—

simple produit matriciel

synthése des questions
précédentes; en analysant
I'inégalité demandée, on
s’apergoit qu’il suffit de

montrer Sgq = aq

le point délicat était de
penser & établir cette éga-
lité

le sup est ici un maxi-

mum atteint en R =
Id—l 0
0 -1



