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Un corrigé

Partie I. Préliminaires

M,, est vide si, et seulement si, R,, = 0. Pour la suite u = (k!)gen, M, = @.
R
Si R, = 0 alors M,, = @ # {0,,}. Si R, > 0, alors la matrice diagonale D = diag <2u, o,.., O> est dans IM,, et

donc M,, # {0, }.
Si R, = 400, alors VA € #,(C), A € M,, et donc M,, = .#,(C).
Si M, = #,(C), alors M,, est un ensemble non vide et stable par toute combinaison linéaire, en particulier par
I’addition.
Si la propriété (iii) est vérifiée, alors il existe une matrice non nulle A € IM,,. Par stabilité et par principe de récur-
rence, on a pA € M, pour tout p € N*. Donc pour tout p € N*, o(pA) = po(A) < R, ce qui montre par passage
a la limite que R,, = +o0.

1
Ainsi, les trois propriétés sont équivalentes. La suite <k‘> vérifie les trois propriétés.

*/ keEN
Soit A € MM, (v) pour tout suite (v;)ren de C vérifiant R, > 0. En particulier, Vp € N*, A € IM,(v,) ou

1
vp = (pk> LN’ donc o(A4) < Ry, = p donc nécessairement p(A) = 0. Ainsi Sp(A) = {0} et par conséquent A

est une matrice nilpotente.
Si A est nilpotente, alors Sp(A) = {0} et donc p(A) = 0, ce qui montre que A € IM,,(v) pour tout suite (v)ren de
C telle que R, > 0.

, - .\ T - 1
On rappelle qu’une série entiere E upz" et sa série dérivée E kugzFt = E (k+ 1)’U/k+1zk = E ué )2 ont
keN keN* keN keEN
méme rayon de convergence. Ainsi D) = D,, la propriété en question découle ainsi par le principe de récurrence

sur m € N.

Le rayon de convergence de la somme et le produit de Cauchy du deux séries entiéres Z w2t et Z vpz" est

keN keN
au moins égal & min(R,, R,). Ainsi, si A € M, (u) N M, (v), alors 9(A) < min(R,, R,). Donc nécessairement,

0(A) < Ryty et p(A) < Rysy, c’est-a-dire A € M,,(u + v) N M, (u *v). D’ou :
M, (uw) NI, (v) C My (u+ v) N IMy, (u * v).

. Montrons par récurrence sur n € N* que A et B sont simultanément trigonalisables. Le résultat est vrai pour n = 1.
Soit n > 1. Supposons que deux matrices d’ordre n qui commutent soient simultanément trigonalisables. Soient A
et B deux matrices d’ordre n + 1 telles que AB = BA.

e A et B ont au moins un vecteur propre en commun. En effet, A admet au moins une valeur propre \. Soit F) le
sous-espace propre de A associé a A\. A commute avec B et donc laisse stable F). La restriction de B a F) admet
donc une valeur propre et donc un vecteur propre. Ce vecteur est un vecteur propre commun a A et B.

e Commencons a construire une base de trigonalisation simultanée de A et B. Soit X un vecteur propre commun
a A et B. On compléte la famille libre (X) en une base Z = (X, Y1, ..., Y;,) de C"*!. Dans la base %, les matrices

A et B sont donc semblables respectivement a M = <3 ](\;)> et N = (/é 5\?) ou Mj et Ny sont de taille n.
1 1
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Un calcul par blocs montre que M1 N; = NjMj. Par hypothése de récurrence, il existe une matrice inversible de
taille n inversible P; et deux matrices triangulaires de taille n supérieures T et 7T} 1’ telles que P 1M1P1 =T et
PIIN P =T1.

. 1 0
Soit P = <0 Py
P~1MP et P~INP sont triangulaires supérieures. P est donc la matrice de passage de la base 4 une base de
trigonalisation simultanée de A et B.

e Donc si Sp(A) = {AinAa, ..., Ay} et Sp(B) = {pinpe, ..., in}, alors AB est semblable a une matrice de type

A1l * . *

>. P est inversible de taille n + 1 car det P = det P; # 0 et un calcul par blocs montre que

9 )\2',u2 - * . Ainsi Sp(AB) = {A1p1, ..., \nfun } €t par conséquent
: : . *
0 0 cee Anln

o(AB) = o [Nipul < 0(A)o(B) < R, < R,
1€l,n

donc AB € M,,(u).

Partie II. Fonctions de matrices

D’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton le polynéme caractéristique x 4 de A est un polyndéme annulateur de A et
non nul, donc x4 € ¥, d’ou ¥ # @.
Onpose I = { P € C[X]| P(A) =0 }. On voit que I est un idéal non nul ( x4 € I ) de C[X]. L’anneau C[X]
étant principal, il existe un unique polyndme ¢ 4, unitaire, tel que ¢ 4(A) = 0. C’est le polyndéme unitaire de plus
bas degré annulant A.
Soit P un polynéme annulateur de A. La division euclidienne de P par ¢ 4 donne P = Q2+ R,donc R = P—Qya,
donc R est un polynéme annulateur de degré inférieur a celui de ¢4, donc R = 0 et par suite ¢4 divise P.
Soit A une valeur propre de A, il existe donc un vecteur X non nul tel que AX = AX . Une récurrence immédiate
prouve que pour tout entier k strictement positif, A¥ = \¥X, d’ot1 on déduit que pour tout polyndme & coefficients
dans C,ona P(A)X = P(\)X.
En appliquant ce résultat avec le polyndme minimal, on obtient 0 = ¢ 4(A)X = ¢ 4(A)X. Comme le vecteur X est
non nul on en déduit que @ 4(A\) = 0.
Réciproquement, soit A une racine de ¢ 4. Le polynéme X — A divise ¢ 4 donc, cela prouve l'existence d’un polynéme
Qtel que pa(X) = (X —N)Q(X). Alorsona (A — A\I,)Q(A) = 0. Comme le degré de () est strictement inférieur
au degré de @ 4, Q n’est pas un polyndme annulateur de A. Il en résulte que Q)(A) n’est pas nul et que A — \I,, n’est
pas inversible et par conséquent A est une valeur propre de A, c’est-a-dire une racine de x 4.
On reprend la méme démonstration avec I = { P € R[X] | P(A) = 0 } (remplacer C par R ), en remarquant que,
par définition, le polynome caractéristique x 4 de A est un polyndme a coefficients réels et dans 1.
On peut vérifier que I'application T est linéaire. Comme dim C,,,_1[X] = dim C™, alors T" est un isomorphisme
est équivalent a 7" surjective ou injective. Donc il suffit de montrer que 7" est injective. Soit donc P € C,,,_1[X] tel
que T'(P) = 0, alors

Vi e [1,1], Vk e [0,m; —1], P®()\) = 0.

Donc Vi € [1,1], A; est une racine de P, d’ordre de multiplicité au moins égal a m;, on en déduit que le polynéme
(X — A)™(X — A)™2. (X — \)™, Clest-a-dire @4, divise P et comme ce dernier est de degré m — 1 et P de
degré inférieur ou égal a m — 1, alors P est nul. D’ou l'injectivité de 7.

Par division euclidienne de P par @4 il existe () et R des polynomes tels que P = Qy4 + R avec R € C,,,—1[X].
Comme @ 4(A) = 0, alors P(A) = R(A). D’autre part, pour chaque i € [1,1], A; est une racine d’ordre de multipli-
cité supérieur ou égal a m;, d’our :

Vi e [1,1], Yk e [0,m; —1], P®(X) = R®(\).

Ainsi, par unicité de () (la question 13. ), u(A) = R(A).



15.

16.

17.

18.

19.

Dans ce cas ¢o5, = X — «, donc le reste de la division euclidienne par ¢y, est un polynéme constant. Donc il
existe une constante ¢ € C telle que u(al,) = ¢, avec ¢ = U(«). D’our :

u(aly) = U(a)lL,.
Puisque « # f3, alors ¢ 4 = (X — ) (X — ). Donc le reste de la division euclidienne par ¢ 4 est de la forme a.X +b.
D’ou :

u(A) = aA + bl,

Les deux constantes a et b sont solutions du systéme d’équations Zg i 2 Z ggg; ,donc a = U(Ozo)é : g(ﬁ)
etb=U(a) —aa=U(a) — Ule) = U(B)oz = U)o = U(a)ﬁ' Ainsi :

a—p a—p

(a) On sait qu’il existe des polynomes @1 et Q2 tels que u(A) = Q1(A) etu(B) = Q2(B).Le polyndome R = Q1 Q2
répond a la question.

(b) D’aprés la question précédente il existe R € C[X] tel que u(AB) = R(AB) et u(BA) = R(BA). Posons
d
R = Z aiXi, donc
i=0
Au(BA) =AY " a;i(BA)' =) a;(AB)'A = u(AB)A.
0 i=0

i—
Comme A € M, (u) N IM,,(v), alors A € IM,,(u * v) ( d’aprés la question 6. ). D’autre part, pour tout ¢t € R tel que

00 ) 00 k
|t| < min(R,, R,), on note U(t) = Zuktk, V(t) = katk et W(t) = Zwktk ol wy = Zujvk—j- On sait
k=0 k=0 k=0 =0

que W = UVet qu’il existe des polynomes R, Rz et R tels que

ou Vi € [1,1] et Vi € [0,m; — 1], R (\) = UP(N), R (\) = VE () et RBI(A;) = WHR)(\;). Mais, pour
tout Vi € [1,1] et Vk € [0,m; — 1]

k
WwH) = S CUDM) V()
=0
]k | |
= S URY RN (N)
7=0
= (RiRy)®(N).

Donc le polyndéme R Ry vérifie les conditions de la question 14., d’ou :

(u*xv)(A) = (R1R2)(A) = Ri(A)R2(A) = u(A)v(A).

Partie III. Cas de matrices diagonalisables

Puisque A est diagonalisable, alors le polynéme minimal est a racines simples, donc

pa(X) = (X = AM)(X = A2)..(X = Ny).



20. (a) Les polynomes Qf, k = 1,2,...,0 forment une base de C;_1[X]. En effet, puisqu’il s’agit d’une famille a [
l

éléments il suffit de montrer qu’elle est libre. Soient donc ay, as, ..., a; € C tels que Z akQ‘,?(X) = 0, ce qui
k=1

l
entraine Vk € [1,1], Z arQr (A Z apdy; =0, d’ot a, = 0.
k=1
Maintenant soit R € Cl_l[ ] tel que u(A) = R(A), donc il existe des constantes ay, ag, ..., a; telles que

X)= Z ar Qi (X) avec a = R(\x) = U(\). D’our :

I
u(A) =Y UM)QMNA
k=1

!
(b) Puisque A est diagonalisable, on a C" = @ ker(A — AiL,). Posons p; = Q:(A) pour tout i € [1,1]. D’aprés

k=1
l

l
Iégalité 1 = Z Qi(X)onal, = Zpk etpouri # j,ona:
k=1 k=1

pbip; = Q;“(A)Q;“(A) =

l l
car QZAQ;4 est un multiple de @ 4. L’égalité I,, = Z pg, entraine, en multipliant par p; = Z DkDj = p?. Donc

) k=1 k=1
pi est un projecteur.
!

Précisons maintenant le noyau et 'image de p;. Ona C" = @ Im pg. Si € Im p;, alors il existe y € C" tel

k=1
que = = pi(y), doi

(A= NiLa)(2) = (A = \iL) Q' (4) () = 0

car (X — \)Q7(X) est un multiple de @ 4, donc Im p; C ker(A — \;L,). Dans ces conditions les deux décom-
l l

positions @ Imp; = EB ker(A — \;I,,) de C" coincident nécessairement. D’ou Im p; = ker(A — \;1,,), ainsi
i=1 i=1
l
Q2 est la projection sur ker(A — \I,,) parallélement a @ ker(A — \¢I,).

k=1,#i

(c) C’est déja démontré dans la question précédente. i’
21. On remarque que A et BAB™! ont méme polynéme minimal ( tout polynéme anuulateur A est un anulateur de

BAB™! et inversement ), d’on QkBABil = Q,‘? Ainsi,

l

l l
u(BAB™) =Y UM)QFAP T (BAB™) = Y UM)QR(BAB™) = BY  U(M)Qi(A)B™" = Bu(A)B™".
k=1 k=1 k=1

22. (a) Onau(D) = Z U(\)QP (D). Comme D est une matrice diagonale, il est de méme de Q¥ (D), donc u(D)

=1
est une matrice diagonale. De plus

l
Vi e [1,n], [u( =Y UM)QE ([D]ii)
k=1

(b) Onau(A) = Su(D)S™* = Sdiag (u(D),;,u(D)gg, ..., u(D),,) S .
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Partie IV : Application a des cas particuliers

(a) H est une matrice nilpotente d’indice n, donc pg(X) = X"

(b) Ona (A — ol,)" = H" = Oet (A — ol,)" ' = H"™' # 0, donc le reste de la division euclidienne par
le polynéme minimal ¢4 est un polyndéme R de degré inférieur ou égal a n — 1. Dot u(A) = R(A) avec
vk € [0,n — 1], R®) (o) = U (a).

n—1 (k)
La formule de Taylor polynémiale pour R s’écrit P(X + «) = Z kaa)X k dou
k=0
n—1 n—1
R H®) (o
R(A) = R(H + ol,) => k!)H’“
k=0 k=0
D’ou )
- UM(a) y
u(d) =Y o
k=0
D’autre part, on peut vérifier par récurrence que Vk € [0,n — 1],
On—kr  In—k )
Hk; — n ) n
< Ok Okn—rk
Dou ) @ (n-1)
v U@ U@ Ut )
1! 2! (n—1)!
(1 )
0 U(a) v 1'(a) :
u(A) = - U (a)
!
U(%(a)
!
0 0 U(a)

(a) Pour tout 1 < j < n, la colonne C; de G peut s’écrire C; = z;Y avec Z = (21, 22, ..., 2 ), donc rg(G) < 1.
Comme Y et Z sont non nuls, alors il existe jo € [1,n] tel que C}, = z;,Y # 0 et par conséquent rg(G) = 1.
De plus Y engendre Im G, d’ott Im G = Vect(Y).

(b) Ona G? = Y('ZY)'Z avec A\ = 'ZY un scalaire, donc G = \G, ainsi X (X — \) est un polynéme annulateur
de G, donc Sp(G) € {0,ZY}. Comme rg G = 1, 0 est une valeur propre de G et comme G2 # 0, alors \ est
nécessairement une valeur propre de G. D’ou

Sp(G) = {0,'2Y}.

(c) D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz, |'ZY > < (YY)('ZZ) = 1, dot o(A) = |'ZY] < 1 < R, donc
G € M, (u).

(d) Dans ce cas Sp(G) = {0,ZY} et donc pg(X) = X (X — ).

(e) D’apreés ce qui précéde il existe un polynéme P(X) = a + bX de degré inférieur ou égal a 1 tel que u(G) =

\) —
al, + bG avec a = P(0) = U(0) et P(A\) = a+ b\ = U(\) ce qui donne b = U()>\U(()) d’ou

u('ZY) - U(0)
ZY

u(G) = U(O)L, +

(f) Toujours u(G) est de la forme al,, + bG avec a = U(0) et b = U1 (0) (0 est une racine double de ¢ ), d’ou :

w(G) = U(0)L, + UMD (0)G.
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(a) Soient k et ! deux entiers tels que 1 < k < netl <[ < n.Le coefficient ligne &, colonne / de F F vaut :

fz (k=1)(G—1),,~(G-D-1) — Z( k—l)j—l

j=1

n
Sik =1, wh=t = 1, etle coefﬁcientvautZl =n.
Jj=1
Sl]{??él Ona—(n 1) <k—Il<n-—1laveck—1 # 0etdonc, k—[n’est pas multiple de n. Par suite, wht+£1

1 _ k h\n 1— 1k’ l
et Z k= l = _( = l) = = 0. En résumé, FF = I,,. Donc F est inversible inversible et

Jf PR—
F'=TF.

(b) Posons F? = (Qrg)1<r,s<n,Ona:

n

1
_ = (r—1)(k-1),,,(k—1)(s—1)
Qpsg = nZw w (1)
k=1
:lzwmwwm @
n

_ 72( (r4s— 2) 3)

- 1 sir+s=2our+s=n )
B 0 sinon
1 00 0 0
0 0O 1
) 000 ... 10
DoufF*=1\|. . . . . .| € #,(R).
001 ... 00
010 ... 00

(c) On voit bien que F* = (F 2)2 = I,,. Le polynéme X* — 1 est un polynéme annulateur de F, donc les valeurs

propres de F' se trouvent parmi les racines 4-éme de I'unité, en particulier o(F') = 1 et o(F) < Ry ce qui
montre que F' € IM,, (u).

(d) Le polynéme minimal de F' étant de degré 3, donc il existe des scalaires a, b, ¢, d tels que u(F) = al,, + bF +

cF? + dF3, avec

a+b+c+d =U(1)
Z —_k zi—i_—cc__ddi _ gEz) D , car les racines sont simples
a—bi—c+di =U(—1)
La résolution de ce systeme donne

a - % )+ V(1) - UG0) - (=)

b = % (U1) = U(=1) —iU(3) +iU(—1))

© = g (UQ) +U(-1) + U @) +U(—9))

d =7(UQ1) =V +iU(3) —il(=i)
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uF) = % UM)+U(=1) -UGE) = U(=i) In + i (UA) =U(=1) =il (i) +iU(=i) F
+5U®+UPU+U@+U@®MQ+5Um—UFD+%W%4W4»ﬁ
= i (UM)(F +1,) = U(=1)(F = L,)(F* + 1,,))
J& (UG)(F +il,) — U(=i)(F — i) (F? — 1,,))
(a) Dans ce cas la suite (uy)ren est nulle a partir de N + 1, donc R, = +oc et par conséquent u satisfait la

condition C*.
De plus, Vt € R,

N N

U(t) = iukt’“ = CkpF (1 —p)N R =D Rt (1 =)V F )k = (ot + 1 - p)V.
k=0

k=0 k=0

Considérons le polyndme R(X) = (pX + 1 — p)”, ce polyndme vérifie les conditions qui caractérisent le

polynéme () ( la question 13. ). Donc

u(A) = (pA+ (1 —p)L,)" .

u
Dans ce cas uy = (1 — p)*!p pour tout k € N*. lim htl
k—oo U - D

condition C*.

1
=1-—p,donc R, = 1o > 1, d’ou w vérifie la

; An

A étant diagonalisable, donc il existe P inversible D = diag(A1, Ag, ..., \p,) telsque A = PDP loul, A, ...
désignent les valeurs propres de A. D’aprés la question 22., on a :
u(A) =u (PDP™ ') = Pu(D)P!
avec u(D) = diag(U (A1), ...,U(\y,)) ou
UMD =Y wh =Y (1 —p) oAl =t Y [(1—p)t) = — 22—
-1 -pAi
k=0 k=1 =0
1

D’autre part, puisque 9(A) < R, = ——, alors la matrice I,, — (1 — p) A est inversible et semblable a diag(1 —

1—p
(1—p)\;). Dot

u(A) = Pu(D)P7!
= Pdiag(phi,1 <i <n)diag <1
= pPdiag(\;,1 <i<n)P lPdiag <
= pA(L,—(1—-p)A)~—".



