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“+oo
1. Soit z € R. Montrer que / t* el dt converge si, et seulement si, x > 0.
0
Pour tout z > 0, on note :

+o0
I'(x) :/ t* e tdt
0
2. Montrer que pour tout z > 0, I'(x + 1) = zI'(x). En déduire que pour tout n € N* :

I'(n)=(n—-1)!
NZ3

+00
3. On admet que l'intégrale / et converge et qu’elle vaut 5
0

1 2n)!
Montrer que pour tout n e N: T’ (n + ) = (Qn) V.
2 22nn)
k+34
4. Pour tout k € N*, on note pp, = Ink — X In(t)dt. Montrer que pour tout n € N* :
k=3

n—Li n—1
InT(n) :/1 ()t + 3 pi
2 k=1

2

(On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des py est nulle.)

t2
i)

5. Montrer que pour tout k € N* :

-
[N

sz/j (21nk:—1n(k+t)f1n(kft))dt:/0

6. En déduire que Z Pk converge.
keN*

7. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que, lorsque n — 400 :
1
Inl'(n) = (n — 2> Inn—n+c+o(l).

En déduire que lorsque n — +o0 :
1
I'(n) ~en""2e .

t n
8. Pour tout z > 0 et tout n € N*, on admet que t ~— t*~1 <1 - > est intégrable sur ]0,n| et on note :
n

T(z) = /On o1 (1 - Z)ndt

Montrer que pour tout x > 0 et tout n € N* :

9. Montrer que pour tout n € N* :




1sit €]0,n],

10. On définit la fonction 1)y, sur Ry en posant 1jg,((t) = 0 sinon

+o0 £\
En remarquant que I',, () = / Lo,51(t) 1 (1 — ) dt, utiliser le théoréme de convergence dom-
0 n

inée pour montrer que pour tout z > 0 :

En déduire que pour tout z > 0 :

P@) = M e D i)
I(z+n)

1. En déduire que e = V27 oll ¢ est défini & la question
['(n)n® n—4oo

11. Montrer que pour tout x > 0,

7.
( On pourra faire appel aux résultats des questions 1 et 2)

Solution :
Q1. Notons f, l'intégrande.
[ est continue sur R donc deux bornes problématiques en général.

1
e En0: f.(¢) o fiw donc f; est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si x > 0.

1
o En +oo: fu(t)=o0 (t2> donc f; est intégrable sur [1, +oo[ pour tout z.

oo
Finalement f; est intégrable sur ]0, 4+o00[ si et seulement si z €]0, +o00[ donc / t*Le=! dt converge si, et

0
seulement si, x > 0.

Q2.
e Soit x > 0.
Par une intégration par parties on a ( crochet nul par croisance comparée )

&A“Qgetdt: L%xe%}?—%xfcw

’F(a: +1) =2l (x). ‘

“+oo
e Ona I‘(l):/ e ! dt =1, par récurrence, on obtient alors
0

VneN,T'(n+1) =n!

on en déduit que ’Vn eN*, I'(n) = (n—1)! ‘

1 1 1
Q3. La relation fonctionnelle permet d’écrire pour n € N*: T’ (n + 2) = (n — 2) r <n — 2> et donc
F<n+1) - ol s ><...><1><F<1)
2 2 2 2 2

(@) x(2n-1)x...x3x2 (1
N QW%OXQn—ﬁx.”x2F<>

2
o @2n)! /1
N 22”n!r 2
1 +oo et
Onal (> = ——dt. , posons u = V/t et donc t = u? et dt = 2u du on obtient
2 0 Vit
1 +oo =t
r(y) = | S
(2) 0o Vi
+oo p—u?
= / ¢ 2udu

0 U
+o0 9
= 2/ e du=+m
0




. 1 (2n)!
ce qui donne |’ (n + 2> 521 NZ

La relation reste vraie si n = 0.
Q4. Soit n € N*,on a

n—1 n—1 n—1 k+%
oo = Zlnk—Z/ ; Int dt
k=1 k=1 k=1"""2
n,;
_ ln((n—l)!)—/l Int dt
3
n—l n—1
donc | InT'(n) :/; lntdt—i—Zpk
2 k=1
Q5. Soit £k € N* [ on a
k+3
pr = Ink—[tln(t)—¢] 1
1 1 1 1
- - - (k- (k- ) —1
Ink ((k+2)ln(k+2) (k— 3)m(k — 7) )

= lnk—[(k+t)ln(k+t)—(k+t)]%

N|=

= Ink— [ In(k+t)d
)
i 0

= Ink-— /21nk—|—tdt—/1ln(k+t)dt
1 f

= 1nk—/021n(k+t)dt— Ogln(k’—t)dt

1
ce qui donne pj, = /2 (2Ink — (In(k +t) —In(k — t))) dt , que 'on simplifie par
0

1 1 2
_ /2 2 2 42 Y _L
pk—/o (Ink? - (in(k* - 1)) dt_/o In (1 k2>dt

Q6. La fonction ¢t — —In(1 — ) est croissante sur [0, 1] donc , pour tout k¥ € N* on a

1
3 1 -1 1
< < — R [
0—’)’“—/0 ln< 4k2)dt 2 ln<1 4k2>

-1 1 1 -1 1
comme > In (1 — 4k:2> b B2 donc la série ,CZ>:1 > In (1 — 4k2) converge , par comparaison la série

Z Pl converge.
keN*

Q7.
n— 1 n—1 n—1
e D’apres la question Q4. on a lnF(n):/ In tdt + Z Pk , Posons Z pr = S donc Z pr=S+o(1)
1 k=1
, par suite

1

InT(n) — /j lntdt + S + o(1)
= [tln(t)—t]’f_%JrSJro(l)

1 3
= ——)lnn—nmn+_-+5+0(1
(n 2) nn-—mn 5 S+o(1)

3 1
posons ¢ = g + 5, alors on a lnF(n)z(n - 2) Inn—n+c+o(l)].

e Ce qui donne



I'(n) = n"re™ e W et ) 1
n——+00

ainsi [I'(n) ~ en" 2e
n——+oo

—n

t n
Q8. Pour tout z > 0 et tout n € N*, on admet que ¢ — t*~! <1 - ) est intégrable sur |0, n] et on note.
n

n(z) = /On o1 <1 — ;)n dt

t
Soit n € N*, posons u = — alors pour tout > 0 on a
n

1
Ip(x) = nx/ w1 —u)" du
0

Q9. Soit n € N*et > 0, une premicre intégration par parties donne :

Lp(z) = n” /01 (um>/(1 —u)" du

x
x 1 T 1
= n" [u(l —u)”} + n—n/ (1 —u)" ! du
T o T Jo
x

1
= n—n/ uz(l—u)n_l du
X 0

apres k intégration par parties, k € [2,n — 1],on obtient

n*(n(n —1)...(n — 1
DD [

et a la n -iéme étape on a donc

£ —-1)..1 1 1 1
[p(z) = . n*(n{n ~1).1) / u T duy et / T du =
0 0

(x+1).(z+n-1) r+n
. n*n!
ce qui donne |T'(z) = @) @
+oo n
Q10. Ecrivons I'y,(z) = / fn(t)dt, avec f,(t) = 1]07n[(t) =1 <1 _ ;) ]
0

On a alors ( les continuités utiles au théoreme de CVD sont vérifiées sans peine)
e Domination :

t n
Donc pour tout ]0,n[ on a ( convexité exponentielle) (1 - ) <et.
n
Ainsi pour tout ]0,+oo[ , 0 < f,,(t) < e " et la fonction ¢ : t +— e~ est intégrable sur ]0, +00]

e Convergence simple :
Soit > 0 et ¢t € ]0,+o00[ , pour tout n >t on a

fult) = 7 (1—t)"

n
t

= t"lexp (n In(1 — ))
n

= t"lexp(—t+o(1))

tw—le—t

donc f,(t) — t*Le~! | ainsi la suite de fonction ( Jn)nen converge simplement sur R’y vers f; : ¢ —

Le théoréme de convergence dominée donne

—+oco —+oco
lm [ favdi= [ foe
0

n—oo 0

par suite pour tout x > 0 |I',(x) =7 I(x) .
n—-+0oo




niB

|
Et la question Q9. donne pour tout x > 0 |I'(z) = ngr-lr-loo P n(x )
Q11.

e Soit z > 0,on a I'(x+1)=xI'(x)doncl(x+n)=(x+n-1)I'(x+n-1)parrécurrenceonal (x+n)=(x+n-
1)..xI'(x).
Donc
Fz+n) (x+n—-1)..x

_ _on (x+n).x
to e = e T = i (e @)

I'(x+n)
—= — 11
['(n) n® n—oo

D’apres ce qui précede on a pour tout x > 0 ,

e D’aprés un résultat obtenu on a I'(n) ~ e~ 3e ",
n—-+00
. 1 (2n)!
La question Q3. donne I' {n+ = | = /7 donc
2 22nn)
L(A+n) (2n) 1 v T'(2n)

_ Jr _

I'(n) nz - 22np)

par suite
1 2n—1 —2n
F(§+7ll) ;/77'1 e‘(2n)" " ze 21 N 9h frec
[(n) nz nHoo 29070 (gepn=3e—n)2p3 ntoo
't +n
Comme (3 ) — lalorse®=+V2ret| I'(n) ~ 2N 2e ",

F(n n® n—oo n—+o00




