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Mines+ (3h) : Corrigé

Dans tout le probléme n désigne un entier supérieur ou égal a 2. Soit M, (R) 'ensemble des matrices carrées
d’ordre n & coefficients réels et A un sous ensemble de M, (R). On dit qu'une matrice A € M,(R) est
extrémale dans A si pour tous M, N dans A et tout A\ €]0, 1[, on a 'implication :

A=AM+(1—-ANN= A=M=N.

On note B,, l'ensemble des matrices bistochastiques de My, (R), c’est-a-dire ’ensemble des matrices A =

n n
(A;j)i<ij<n dont tous les coefficients sont positifs ou nuls et tels que ZAM = ZAM = 1 pour tout

j=1 j=1
ie{1,2,...,n}.
On note enfin P, ’ensemble des matrices de permutation M, € M, (R) dont les coefficients sont de la forme
1 sii=o0(j)
(Mo)i; = { 0 sinon,
pour tous 4,j dans {1,2,...,n}, o ¢ est une permutation de {1,2,...,n}.

La partie A n’est pas indispensable a la résolution des parties suivantes.

A Un exemple

Soit J la matrice de M,,(C) définie par

0 1 0 0
0 0 1

J = 0
0 o1
1 0 ... 0 O

cest-a-dire par J;j =1sij—i=1oui—j=n—1, et J;; =0 sinon.

1. Montrer que J est une matrice de permutation. Calculer les valeurs propres réelles et complexes de
J, et en déduire que J est diagonalisable sur C.
Solution :
Considérons la permutation o = (n,1,2...,n — 1) (comprendre o(1) =n,o(2) =1..,0(n) =n—1)), on

En développant suivant la premiere colonne, nous trouvons . On en déduit que | Spc(J) = U,

et J s’en trouve diagonalisable sur C puisque son polyndéme caractéristique y est scindé a racines sim-
ples.

Notez en outre que | Spr(J) = {1} |si n est impair mais {SpR(J) = {1, —1}] si n est pair B

2. Déterminer une base de C" de vecteurs propres de J.
Solution :
Soit a € U, la résolution du systeme JX = aX conduit a [Ea =Vect(zq = (1, «, ....,a”fl))]. En

conséquence | (Zq)acu, | €st une base de C", constituée de vecteurs propres de JMl

Dans les trois questions suivantes n désigne un entier naturel impair > 3. Pour tout m € N, on note
X, une variable aléatoire a valeurs dans {0, 1,...,n — 1} telle que




e Xy = 0 avec probabilité 1 ;

e si X,, = k, alors ou bien X,,11 = k — 1 modulo n, ou bien X,,11 = k£ + 1 modulo n, ceci avec

équiprobabilité.
On note
P(X,, =0)
P(X,,=1)
Um = .
P(X,, =n—-1)

. Déterminer Uy et une matrice A de M, (R) telle que pour tout m € N, U1 = AU,,. On exprimera
A a l'aide de la matrice J.
Solution :

Par hypothese | Uy =

((X;n = 0),.cc., (X, = n— 1)) est un systeme complet d’événements dans lequel nous appliquons la
formule des probabilités totales. Ce qui donne :

n—1
P(Xpy1=1) = Z P(Xymi1 =1i|Xm = J)P(X;m = j), ce pour tout i € [0,n — 1].

§=0

Compte tenu du contexte la probabilité conditionnelle P(X,,,11 = i|X,, = j) = 0si |i — j| # 1 modulo
1

net P(Xpm+1 =il Xm =7) = B sinon.

PX,=1)+PX,=n-1)

Par exemple si i =0, P(X41 =0) =

5 .
PXp,=i—1)+P(Xp=1i+1
Et plus généralement P(X,,+1 =1i) = (X =@ )—; (Xm =i+ )siie[[O,n—Z]].
P(Xpm =0)+ P(Xpm =n—2)

Puis P(Xpmq41 =n—1) = 5

J+tJ
De tout ceci on tire Uy,11 = AUy, ou ml

. Déterminer les valeurs propres de la matrice A et un vecteur propre de R™ unitaire associé a la valeur
propre de module maximal.

Solution :

Comme A est symétrique réelle, A s’en trouve diagonalisable & valeurs propres toutes réelles.

Les valeurs propres de *J sont celles de J et si o € U,,, I'espace propre associé est la droite engendrée
par le vecteur zg.

Notons V,, ( resp. W,,) ensemble des éléments de U,, dont la partie imaginaire est strictement positive
(resp. négative). On passe de 'un & P'autre de ces ensembles par conjugaison. Leur cardinal (n est

. . n—
impair) est —

x Ty T — Ty
On pose alors y; = x1 et, pour a € Vi, Yo = % et zq = 22

i
Tous ces vecteurs appartiennent a R", ils forment une famille libre de cet espace vectoriel ( cela résulte
de la liberté sur C de la famille (z4)qcu, , & vous de détailler); il s’agit donc d’une base de R" puisque
le cardinal de cette famille vaut n.
Vérifions maintenant que tous ces vecteurs sont vecteurs propres de A.
o+

Immédiatement Azy = z1 puis, pour a € V,,, Ay, = —((a+@)(zq + 257)) = %ya et similairement

4

a—Qa

21
Bilan : (o pose n = 2p+1) [Spm) ~ feos(o Ik € [0,p1} U fsin( o

Az, =

Za-

NLAS ﬂl,pﬂ}} et en nor-

mant x1 nous obtenons le vecteur unitaire a savoir 7(1, ..., 1), associé & la valeur propre de module
n

maximum i.c 1l



5. En déduire la limite de U, lorsque m — +oo.

Solution :

A = Qdiag(1, A\, ””7)\217)@,17 ou les A; sont en module strictement inférieur a 1. Il s’ensuit que la
suite (Uy,) converge vers Q(1,0, ...,0)Q Uy = L mais par ailleurs, en passant a la limite dans ’égalité
otenue en Q3, AL = L donc L est colinéaire a 1 et, c’est aussi un vecteur de probabilité donc
1

5(1, s D)

On remarque deux choses (en fait liées) le non role joué par la condition initiale et I’équiprobabilité a
la limitel

B Théoréme de Birkhoff-Von Neumann

6. Montrer que ’ensemble B, est convexe et compact. Est-il un sous espace vectoriel de M, (R) ?
Solution :
La convexité est immédiate a vérifier. Le caractere borné de B, aussi puisque B,, est inclus dans la
spheére unité de M, (R), muni de la norme infinie.
On peut vérifier que B,, est fermé par caractérisation séquentielle ou considérer 'application continue

n n n
¢ : My(R) — R définie par ¢((M; ;) = > (1> M;; — 1|+ > M;; —1[), comme B, = ¢~ ({0}), B,
i=1 j=1 j=1

est bien un fermé de M,(R).

B, n’est bien siir pas un sev de M, (R) puisqu’il ne contient pas la matrice nullel

7. Montrer que P, C B, et que P, est un sous-groupe multiplicatif *.
Tout élément de P, est-il diagonalisable sur C ? L’ensemble P, est-il convexe ?
Solution :
Puisque sur chaque ligne et chaque colonne d’une matrice de permutation ne figure qu’un seul coeffi-
cient non nul et que celui-ci vaut 1, une telle matrice est bien bistochastiquel]
I, € P, donc cet ensemble est non vide. Prenons ¢ et 7 deux permutations et examinons le produit
M = M,M,;.
On posera, pour simplifier, M, = A et M, = B.

n
Pour tout (4,) € [1,n]? : M;; = Z A; 1B j =0sii# o(k) ouk # 7(j), ce pour tout k € [1,n].
k=1
Dans le cas contraire il existe un et un seul k de [1, n] tel que i = o(k) et k = 7(j), ce qui ne se produit
que lorsque i = oo7(j) et dans cette situation M, ; = 1.

Bilan 1 : [MUMT = Mam) comme la composée de permutations en est une autre, P, est stable par la
multiplication matricielle.

La relation fonctionnelle précédente prouve que, pour toute permuation o, M, est inversible d’inverse
M_—1 puisque M;q = I,,.

Il en résulte que P, est bien un sous-groupe de GL,(R).

I, + P

En revanche P, n’est pas convexe ( en général n > 2 ) puique M = , ou P est la matrice de la

permutation qui échange 1 et 2 en laissant fixe les autres entiers posseéde un coefficient valant 1/2, ce
qui lui interdit d’étre une matrice de permuation.

Soit M € P, alors pour tout entiers s, M® € P,, ces matrices ne peuvent étre toutes différentes puisque
P, est fini, il en résulte qu’il existe deux entiers r < s tels que M* = M" et puisque M est inversible
M -1, =0,.

Ainsi X" — 1 est un polynéme annulateur de M scindé a racines simples sur C et M est bien diag-
onalisable sur CH

8. Montrer que toute matrice de P, est extrémale dans B,,.
Solution :
Considérons deux matrices bistochastiques A et B, une permutation o et un réel A\ pour lesquels nous
avons :

1partie non vide de GL,(R) stable par produit et passage a l'inverse



10.

11.

12.

13.

M =M,=(1-)\A+ AB.

Soit (i,4) € [1,n]? :

Premiere éventualité i # o(j) auquel cas (1 — X)A; j + AB; j = 0 puis, par positivité des coefficients de
A et B et stricte positivité de A et 1 — A, A; ; = B; j; = M; ; = 00

Deuxieme éventualité i = o(j) auquel cas (1 —AX)A; j+AB;j =1ou (1-A)(1—-A4;;)+AX1—-B;; =0.
Le méme argument que pour la premiére situation ( les coefficients d’une matrice bisochastique étant
inférieurs & 1) donne cette fois A; ; = B; j; = M; ; = 10

Bilan : et M est bien [extrémale dans anl

Dans toute la suite de cette partie, on considére une matrice bistochastique A = (A; j)1<ij<n qui
n’est pas une matrice de permutation.

. Montrer qu’il existe un entier » > 0 et deux familles iy,49,...,%- €t j1,Jo,...,Jr d’indices distincts

dans {1,2,...,n} tels que pour tous k € {1,2,...,7}, A;, j, €]0,1[ et A;_j, ., €]0,1[ avec jr41 = j1.
Solution :

Question pénible dont la solution n’apporte pas grand chose.

Comme A n’est pas une matrice de permutation il existe une ligne comportant deux termes dans |0, 1].
Notons /1 I'indice de cette ligne et kq et k2 des indices différents tels que A;, 1, et A;, 1, appartiennent
a 10,1[. Le caractere bistochastique de A implique qu'il existe > # I1 tel que Ay, i, soit dans ]0, 1].
Considérons alors un entier s > 2 maximal et deux suites d’entiers deux & deux différents (11, ...,15) et
(k1, ..., ks) de sorte que :

Vi € [[1, S]], A(lz,kz) E]O, 1[ et Vi € [[1,8 — 1]], A(li,ki_H) E]O, 1[.

Mais puisque Ay, , €]0,1[, ks11 # ks de sorte que (A;, g, ., €]0,1].

Si kgy1 = kp, ot p € [1,s — 1] alors les suites (I, ..., ls), (kp, ..., ks) font I'affaire]

Sinon on peut trouver ly11 # ls tel que (A;,,, k.., €]0,1[.

Pour ne pas contredire la maximalité de s, on a nécessairement ls11 = I, ou p € [1,s — 1].

On considere alors les suites (I, ...., 1) et kgy1,....., kpy1 qui conviennentll

En considérant la matrice B = (B; j)1<i,j<n de M, (R) définie par :

Bik,jkzl ]CE{LQ,...,T‘}
Bik,jk+1:_1 ]66{1,2,...,7“}
B; ;=0 dans les autres cas,

montrer que A n’est pas un élément extrémal de B,. En déduire ’ensemble des éléments extrémaux
de B,.

On dit qu’une matrice M = (M; ;)i<i j<n de M, (RT), & coefficients positifs ou nuls, admet un chemin
strictement positif 8’1l existe une permutation o de {1,2,...,n} telle que My (1) 1 My(2)2*+ My(n)n > 0.

On démontre par récurrence sur n, et on admet le résultat suivant : si M est a coefficients positifs
ou nuls et si toute matrice extraite de M ayant p lignes et ¢ colonnes avec p + ¢ = n + 1 n’est pas la
matrice nulle, alors M admet un chemin strictement positif.

Montrer que A admet un chemin strictement positif.

On note o une permutation de {1,2,...,n} telle que As1),1452),2  Ag(n),n > 0 et on pose Ay =

min (Aa(j),j) et Ag = ﬁ(A — MM, ) o M, est la matrice de permutation associée a o.
J — A0

Montrer que Ag est bien définie, et que c’est une matrice bistochastique contenant au moins un élément

nul de plus que A.

En raisonnant par récurrence, démontrer que A s’écrit comme une combinaison linéaire d’un nombre
fini de matrices de permutation Mgy, M1, ..., My :

A= My + MMy + -+ XMy

ou les coefficients \; sont tous strictement positifs et de somme Z N = 1.
i=0



14. Soit fy une forme linéaire de M, (R). Montrer que MmeD fy(M) existe. En déduire que Min}fg fy(M)
e n E n

existe et est atteint en une matrice de permutation.

C Inégalité de Hoffman-Wielandt

Dans cette partie, on munit M, (R) du produit scalaire défini par < A, B >= Tr(*A- B) et de la norme
euclidienne associée notée || - ||. On note S, (R) le sous-ensemble de M, (R) des matrices symétriques
et O, (R) celui des matrices orthogonales.

15. Montrer que pour tous A € M,(R) et P,Q dans O,(R), on a ||PAQ]| = ||4].

Dans la suite de cette partie, A et B désignent deux matrices symétriques réelles.

16. Montrer qu’il existe deux matrices diagonales réelles D4, Dp, et une matrice orthogonale P = (P ;)1<i j<n
telles que ||A — B||?> = |DaP — PDp|.

17. Montrer que la matrice R définie par R; ; = (PZ-J)2 pour tous 7, j dans {1,2,...,n} est bistochastique
et que
2
IA-=B|*= > Ri;
1<ij<n

o A\ (A),...,\,(A) désignent les valeurs propres de A et A\1(B),..., A\ (B) celles de B.

Ai(A) = X (B)I?

18. En déduire que
min )y [A,()(4) = X(B)* < [|[A - BJ?

ou le minimum porte sur I'ensemble de toutes les permutations de {1,2,...,n}.

Soit (€2, Y, P) un espace probabilisé et V' l’ensemble des variables aléatoires définies sur cet espace
admettant un moment d’ordre 2. Pour tout X de V , on note X ~ Px si X suit la loi Px. Pour tout
couple (Py, P;) de lois, on pose

d*(Py, Py) = nf BE(X —Y?).

X~P1,Y~Py

Soit (ai,...,an) et (b1,...,by) deux familles de réels. On note P; la loi uniforme sur {a1,...,a,} et
P, la loi uniforme sur {b1,...,b,}.

19. Montrer que
d?(Py, Py) = Z|a

oul'on a noté a(l) <--- <a(n) et b(1) < --- < b(n) les suites (ay,...,a,) et (b1,...,b,) ré-ordonnées
par ordre croissant. En déduire que pour toutes matrices symétriques réelles A, B de valeurs propres
respectives (aq,...,an) et (by,...,b,), on a l'inégalité :

nd*(Py, P,) < ||A - B|>

Fin de Solution

10. Soit @ = le minimum des ceefficients construit dans la question 9), le nombre a €]0,1[, et Vi,j €
{1,.,n}, A;j—aBij, A j+aB;; € RT, de plus (A—aB)V V = (A+aB)V, donc les deux matrices

1
A —aB et A+ aB sont bistochastiques, et on (A +aB) + f(A —aB)=Aet A+aB # A, donc A
n’est pas extrémal de B,,.

les éléments de P, sont des éléments extrémaux de B, ceci d’apres la question 8), et de cette question
ce sont les seuls.



11. Si M € M, 4(R) est une matrice extraite de A avec p + ¢ = n + 1. Si on suppose que M = 0. quitte
a réarranger les lignes et les colonnes de A, on peut supposer que M est constitué par les p premiéres
lignes de A, et les ¢ premiéres de A.

n
Alors Vi € {1,...,p} Z M; ; =1, donc

J=q+1
P n n p n n
Z Z M;;j=p= Z ZMi’jg Z ZMM:n—q,absurdeavecp+q:n+1. Donc M = 0.
i=1 j=q+1 Jj=gq+1i=1 Jj=gq+1i=1

12. Supposons que \g = 1, alors Vj € {1,..,n}, Ay(;); = 1, la matrice contient sur chacune de ses colonnes
un 1 c’est donc le seul et les autres termes de la colonne sont nuls car A est bistochastique. de méme
o est une bijection donc {o(1),...,0(n)} = {1,...,n}, et puisque Vj € {1,...,n}, Ay ;); = 1 alors sur
chaque ligne il y’a un seul 1, c’est donc le seul et les autres sont nuls, alors A est une matrice de
permutation, absurde, conséquence Ag # 1.
1
1—Xo

(A — NM,)V (AV = XM, V) = (V=XV)=V

1 1—

et

(A — XM, )V = (PAV — \EM, V) (V—-XV)=V

Y
~ X >0 si o(j) =i

1—2Xo

Vi,j € {1,...,n}, Aij = o(My)ij = { A

1—-2Xo

o(j)i
On a Vi,j € {1,..,n}, Ai; € [0,1] et Ayq)1---Asmyn > 0, donc Ag €]0,1[. Conséquence Ag est
bistochastique.

Fjo € {1,...,n} tel que A\g = AU(jo)jo’
Alors AU(jo)jo #0 et (Ao)g(jo)jo =0
Or (Ao)a(j)j = (A)a(j)j — Ao =0 et (A)a(j)j > 0.

Sio(j) # 1, alors (Ag)ij = (A)ij. Donc Ap a au moins un élément nul de plus que A.

alors (AO)U(jo)jO =0 car (Mo)a(jo)jo =1

13. D’apres la question précédente il existe o, qu'on va noter oy tel que A = A\gMy, + (1 — Ao)Ao, si
Ap € Py, c’est terminer car les coefficients Ao, (1 — o) €]0, 1[ de somme 1.

Si non on répete le méme travail & la matrice Ag qui peut donc s’écrire A\ My, + (1 — A1) Az, alors
A= )\OMO—O -+ (1 — )\0))\1M01 + (1 — /\0)(1 — )\1)./41, qui s’écrit A\gMyo + A1 My1 + Ao Ag avec les \; E]O, 1[
de somme 1, avec Ay € B, contient au moins deux 0 de plus que A, les ceefficients d’une matrice
bistochastique sont en nombres finis le processus doit s’arréter et il existe My,..., My € P, et des
ceefficients g, ..., A, €]0, 1] de sommes 1 tels que A = A\gMy + ... + A\s M.

14. P, est un ensemble fini de cardinal n!, c’est exactement le nombre de permutations des vecteurs
colonnes de la matrice I,. donc inf M) existe, soit B € P, tel que inf M) = p(B).
n Mep, 90( ) > n q Mep, 90( ) (P( )
 est une forme linéaire sur un espace de dimension finie donc elle est continue.
B, est un compact, et ¢ est a valeurs dans R, donc ¢ est bornée et atteint ses bornes en particulier sa

borne inférieur c’est a dire 34 € B, tel que ]\/}ng (M) = ¢(A).
€Bn

inf M) < p(N N .
On a o2k ©(M) < ¢(N) pour tout N € P,

Donc si on suppose que A € B,\P,, alors Minlfs (M) < ¢(N) pour tout N € P, en particulier
€bn
©(A) < p(B) l'inégalité est stricte.
Mais de la question précédente dont les conditions sont vérifiées, A = \gMy + ... + As My les M; € Py,
S S

done p(A) = 3" Nip(M;) > 3" Nip(B) = ¢(B)
=1 =1

Alors p(A) < ¢(B) et p(B) < ¢(A), absurde, donc A € P,,.

: n = i < i < ) :
Remarque: On a A € P, et p(A) ]V[Helgn w(M) ]\4127f9n ©(M) < ¢(A), donc

Mk, #OD = o, o)

Inégalité de Hoffman-Wielandt



15.

16.

17.

18.

19.

IPAQ|? = ('Q'A'PPAQ) = (Q'AAQ) = (Q'Q'AA) = (*AA) = || A||?, d’ott I'égalité demandée.

les matrices A et B sont symétriques réelles donc orthogonalement diagonalisables 3R, S € O, (R) et
D4, Dp deux matrices diagonales telles que A = RDYR et B = SDYS, alors:

|A— B|?* = HRDAR SDBSH = HtR (RDYR — SDYS) SH question précédente.
Donc ||A - B|* = HDtARS —tRSDBH . On prend P = ‘RS € O,(R) car O,(R) est un groupe et
'R=R""

Tout d’abord le terme général Rij = (P;;)* > 0de R.

Soit ¢ € {1,...,n}, ZR i = Z (P;;)? = 1, car c’est la norme du i éme vecteur ligne de P qui est
J=1
orthogonal.
n n
Z R;; = Z(Pj,i)Q =1, car c’est la norme du ¢ eme vecteur colonne de P qui est orthogonal.
j=1 j=1

n
Posons DA = (d@j), alors (DAP)i,j = Z di,kPk,j = Al(A)BJ, de méme (PDB)i,j = .PZJ)\](B)
k=1
Or |A—B|? = Z(DAP — PDB)ZZJ = Z(AZ(A) — )\;(B))*P?,. ici on a utiliser le résultat suivant

i,
i
= (fAA) = Z A

AlOI‘S ||A — BH = Z()\Z(A) — )\j(B))ZRi,j.
On a Z(Ai(A) ~ N(B)?R;; > inf Y M;;(\(A) — )\;(B))%

MeB,
7]

En considérant ¢ la forme linéaire sur M,,(R), définie par:

=D Mi;(Ni(4) = X(B))?
2%
Par application de la question 14):

MeB, “—~ "
7]

inf > Mi;(Ni(A) - Ai(B))* = b %: M;j(Ni(A) = X(B))?

Alors |A = B* = min Y My(5),(As(j)(A) = Aj(B))? car lorsque o(j) # i, My = 0.
j=1

Puisque M, (;); = 1, alors: mlnz ) (A) = \j(B))? < A- B2
7j=1
Du théoréme de Transfert, E(|X — Y |?) = Z(ai —b;)*P(X = q ﬂY =b;)
12
On pose R la matrice carrée d’ordre n définie par R;; = nP(X = aiﬂY = b;) > 0, de plus
ZnP(X = aiﬂY =b;) =nP(Y =0b;) =1 pour tout j € {1,..,n}, et ZnP(X = aiﬂY =b;) =

]_
nP(X = a;) = 1 pour tout i« € {1,..,n}, alors R est bistochastique. de la question 14), M, € P,
telle que:

> (ai—b))*nP(X =a;[ Y =b;) > > Ryj); —b;)* = (ag) — bs)*
i,J Jj=1 J

Alors
E(X-Y[*



Et puisque (ag)—b))*+(ag+1)—bi+1)” = (@@ —ba1)*+ (@11 —bae) > +2(be —barn)) (ai+1) —ag)) <
(agy — biv1)? + (ag+1) — b))

Alors .
1
E(1X =Y[*) = =3 (ag) = bgp))*
J
1 n
d? (P, Py) > — — b
conséquence 1, Po) - zj: G))
D’autre part pour (X,Y) un couple de variable aléatoire dont la loi est donnée par P(X ﬂ Y =
i o1 ] 01 j
b)) = oy en remarquant que P(Y = b)) = 21: —= =—= Z = a;)), alors X ~ Py
1 1 &
tY ~ Py et E(| X -Y — — b5 ldPP<— —b;
(S 2, € (| | ’I’L; () , alors 1,192 _n;a(j
2 IR
Al = —
ors d*(Py, P») = - Z aj b
J
5 N . . N 2 o 2
D’apres la question 18), mo_mzl lag(jy — bj|” < |A - BJ".
]:
- 2
o oo 2
Qui s’écrit aussi malnz; lag()) — 0" < 1A= BJ".
j:
n
Pour un choix d’une permutation on obtient Z lag) — b(j)\z < ||lA-BJ?
j=1

Donc nd?(Py, P,) < ||A — B||?



