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n

1
Pour n € N*, on définit a,, = — —In(n).

k
k=1

I. Convergence de la suite (a,),

2

Q 1. Rappelons le développement limité In(1 — x) =, "%~ % 4+ O(z?). On calcule alors
T—
1 1 1 1 1
—ap=———1 1)+1 =——+In(1- ~— ~——.
Gn — an = 2=y ~ ln(n 4 1) + In(n) n—|—1+n< n—|—1> o(n+1)2 202

Par comparaison avec la série de Riemann d’exposant 2 > 1, on en déduit la convergence de la série g (Gpt1 — ap).

Q 2. La comparaison suite - série assure que la suite (ay,) ,, est de méme nature que la série de terme général a, 1 —ay,.
Plus précisément, comme il y a convergence,

n—1 [e's]
an=ar+) (ake—ap) —— a1+ (a1 —ar) =7 Z - =In(n) + an =1In(n) + 7+ o(1).
k=1 k=1
. . e 1
Notons (ce n’est pas demandé) qu'une comparaison série-intégrale permet de montrer que Z(ak+1 —ay) ~ o
n

k=n
ce qui donne

) + In(n) + +1+01
=In — — .
i WQn n

w\H

> -

k=1

II. Application au probléme du collectionneur

Q 3. Pour obtenir une premiére figurine, il suffit d’acheter un paquet de céréales. Ainsi, N1 = 71 suit la loi certaine
égale a 1.

Q4. OnaC=H O, dou
1=1k=1
pe) "2 S e () I AT P(e) = =

=1 k=1 k=1

De plus, (N2 > m) = C, d'ott P(Ny > m) =

Q 5. Il est clair que No(Q2) = [[2, +o0].

1 1 n-1
Vk € [2,too[: P(N2 = k) = P(N2 > k= 1) = P(Na > k) = 5 — 3 = .

n—1

Q 6. A la question précédente, on aurait pu voir directement que 7 ~ G

—k+1
). De méme, Tk~g<”+>,

n n

temps d’attente d’une nouvelle image alors que 'on en posséde déja k — 1.

Q 7. Par linéarité de I'espérance,

N S T O SN

1



Q 8. Il est clair intuitivement que les v.a. 7, 79,..., 7T sont indépendantes vu qu’elles se rapportent & des achats
qui le sont. Un peu plus formellement, ce qui n’apporte pas grand chose, conditionner par les valeurs prises par 71 a
7p ne modifie pas la loi de 7,41, d’ott I'indépendance par la formule des probabilités composées.

Q 9. Par indépendance, la variance est additive et I'on a

n

n nk—l n
Nn)zgvm)zz n (n—k+1> n; n—1~c+12\”Z n—k’—l— 2212_7

k=1

Q 10. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

V(Nn) 1
P(|N, — E(N,)| > enln(n)) < P(|N, — E(N,,)| > enln(n)) < Genln(n)? ~ O <ln(n)2) — 0.

Q 11. On a ([N, — nln(n)| > nln(n)) C (|N, — E(N,)| > 2enln(n)) dés que [E(N,) — nln(n)| < enlnn, ce qui
est vrai & partir d’'un certain rang d’aprés la question Q7. La question présente se déduit donc de la précédente.

III. Une premiére expression intégrale de

o0
Q 12. Par télescopage, Z [e_”t — e_(”+l)t] =1— lim e ™ =1 pour tout ¢ > 0, d’oul I'égalité en divisant par t.
n—oo
n=0
et >
Q 13. Pourt>0,0<e ' <1, don ot = Ze‘mﬂ)t et I'égalité attendue en soustrayant celle obtenue & la
—e
n=0

question précédente.

Q 14. Sous réserve de la validité de l'interversion série-intégrale,

+o0 +oo0 X —(n+1)t _ ,—(n+2)t
/ ot ( 1 _ 1) g Q12 & Q13) / Z [e(”“)t e (nt1)t _ o=(n+2) ] u
0 1—e t 0 — t
—(n+1)t _ —(n+2)t o 1 2
1nterv (n+1)t e € n 4+
= —1
Z/ [ t ]dt Z[n—l—l n(n—i—l)]

n=0
Q1) [ 1 1 (Q2)
= E Ap4+2 — Gpy1 + — ]:liman—al—i—l =".
o n+1 n+2

Pour justifier 'interversion, notons que, par convexité de la fonction exponentielle, sa courbe est au-dessus de sa
tangente en t = 0, d’ol1, pour tout réel ¢,

ef(n+1)t

fn(t) _ e—(n+1)t _

_ o~ (n+2)t —t _ (1 _
t © _ (1)t [e 751 t)] >0.

Le théoréme d’interversion s’applique alors, la convergence de la série de terme général / |fnl = fn donnant

Ry
de surcroit la convergence de 'intégrale.

IV. Une deuxiéme expression intégrale de v

Q 15. La fonction est polynomiale (sur R*) : en vertu de la formule du bindéme de Newton,
n n n—1
1-— (1 — t) 1 n k. k n Ekok—1 n
_ 1-— 1)t | = — —1)"t = —1)P P,
] e v W B (W R o

Elle est donc prolongeable par continuité en 0, par la valeur (—1)° (?) =n.
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Q 16. En utilisant I'indication, pour n € N*, il vient

_\n n1_(]— )
£y 1dt(2)/ bl Ul dt(?’_)/ il Gt Y
0o 1- 0

n

N Y

k=1 k=1 k=1 (1-1) v
1 Il n "du () [T u., "1 u\"

Q 17. Question obscure et inutile.

Q 18. Par continuité de ’exponentielle, on peut passer & la limite et écrire

1 t\" 1 t 1 e
Q 19. La fonction  — In(1+4x) est concave et sa courbe est donc située sous sa tangente en x = 0, soit In(14+z) < =z,
d’ott In(1 —¢) < —t en posant x = —t. Cette question aurait pu avantageusement figurer avant la question Q14.

Q 20. La fonction u — e “u~! est continue sur Pintervalle fermé [1, +oo[. De plus, 0 < e “u™t = o(e™%), d’'on

U—>—+00

“+o0o
la convergence de I'intégrale par comparaison avec celle de référence / e “du.
1

Q 21. Les fonctions f,, sont continues (y compris en n, méme si ¢’est inutile car la continuité par morceaux suffirait)
et nulles en dehors d’un segment, donc intégrables.

Q 22. Sous réserve d’application du théoréme de convergence dominée,

n 1 n +oo +oo ,—u
/ - (1 - E) du = / fo(u)du —— ° du
1 U n 1 n—oo Jy u

La limite simple est donnée par la question Q18. Le calcul ci-dessous donne la domination par croissance de ’expo-

nentielle o)
(Q18) 1 u 19) e7" (Q20)
ngn(u) Eexp [nln (1_E):| < 7 € ﬁ ([1,+OOD.

—u

Q 23. La fonction u ——

1
1 —
I'intégrale / ©
0

est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1, donc

—Uu

du, faussement impropre, est convergente.
U

n

t
Q 24. Soit n € N*. Posons g,(t) = <1 — > . La fonction est dérivable et ¢/ (t) = —(1 —t)""! € [~1,0] pour
n

t €[0,1]. En divisant par —t < 0, I'inégalité des accroissements finis donne

Ex (“1) < gt)—g0) <tx0 - o<1[1—<1_;>n] <1.

Q 25. On applique & nouveau le théoréme de convergence dominée. La question précédente donne une domination
intégrable de la suite de fonctions intégrées. Le calcul de la limite simple a par ailleurs déja été fait. Il vient
1

1 1 1—e ¥
lim — [1 — (1 — E)n] du :/ © du.
n—oo Jo U n 0 U
Q 26. On peut faire le bilan de cette partie :
n 1 1 1—e ¥ +oo ,—u
an(Qlﬁ)/ (1—(1—u)">du—/ (1—u)nduw>fy:/ © du—/ ° du.
0o u n 1 U n n— 00 0 u 1 u
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V. Deux autres expressions intégrales de

, RxR* — R too
Soient wu: { + +—1 —¢ et, sous réserve de convergence I'(z) = / u(x,t) dt.
(x,t) > t* e 0

1
Q 27. Soit z € R. Quand ¢ tend vers 0, t* te™" ~ t*~! donc / t*te~tdt converge si, et seulement si, z > 0.
0

[o.¢]
Par croissances comparées, t% te~! = o(e_t/ 2) quand ¢ tend vers l'infini, donc / t*“le~t dt converge pour tout .

1
Ainsi, Dr = R7,.

Q 28. On applique le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre.
i) Pour tout = > 0, la fonction ¢ — u(x,t) est continue (p.m.) sur ]0, +o0].

ii) Pour tout t > 0, la fonction & — u(z,t) est de classe C' sur R

0
iii) Pour tout = > 0, la fonction ¢t — a—u(z,t) = In(t)t" 'e~" est continue (p.m.) sur R%.
x

z—1)Int

w) La domination est délicate car x — t*71 = o est décroissante pour 0 < ¢ < 1 et croissante pour

t > 1. 11 vient
VO <a<az<b<+oo, V> 0: [In()t" e | < [In()[t* e g 11 () + In(8)t" e Iy 1o (B) = hap(t).
Pour montrer que hqp est intégrable sur R, on note que

|Intfte! = (|Int|t?/?)t/270 = o(t¥/27)
t—0
>0
avec a/2 —1 > —1, d’ou l'intégrabilité en 0. Par ailleurs,
In(t
In(t)tP et = “E) xtbe™ = o(te!) = o(t72)

t—+o00

d’on I'intégrabilité en l'infini, ce qui achéve de montrer que I' est-elle de classe C! sur R% et que, pour tout

+oo
x>0, T'(z) :/ In(t)t*te~t dt.
0
Q 29. Une intégration par parties avec u(t) = t* et v/(t) = e~* donne, le crochet ayant 0 pour limite,
Hoo t— >
MNx+1)= /0 tYe~tdt = [—txe*t]o <+ /0 wt* et dt = 2T (z).
On admet la formule de Weierstrals :

1 = T

W Vo eRL: —— —ee® [[e/m (14 2).

(W) x ) xe nl_Il e + -

Q 30. Les membres de la formule de Weierstraf sont strictement positifs. On peut donc en prendre le logarithme et
le dériver (dérivation logarithmique). Sous réserve de validation de la dérivation, il vient alors

—In(T(z)) =Inz +yz + i {—% +In (1 + %)]

z) 1 —| 1 1 1 (1 1
r<x>—‘x”‘;[‘n+w —‘x”*;(n‘ﬁn)'

La validité de la premiére opération est justifiée par la continuité du logarithme qui permet de transformer le pro-
duit infini en série. La deuxiéme opération consiste alors a dériver terme & terme la série de fonctions définie par

S@ =Y [%-m(1+%)].

Cette série converge simplement sur R, ... parce qu’elle est obtenue & partir de la formule de Weierstraf dont le
T T
produit infini est donc censé converger; il est facile de le vérifier directement car — — In (1 + —) = z(an — an-1)
n n
4



avec les notations de la premiére question, ot ’on avait prouvé la convergence de la série g (an — an—1). De plus,
le terme général de la série dérivée est
1 1 x b

0< = — — <
n z+n nlz+n)  n?

si 0 < & < b, d’ou la convergence normale (donc uniforme) de cette série sur tout intervalle de la forme ]0, b]. Cela
valant pour tout b > 0, la justification de 'opération de dérivation est achevée.

- (Q29) T 0t L
Q 31. En particulier, pour z = 1 (resp. x = 2), on calcule I'(2) " ="1'(1) = te”"dt =1 et il vient
0

') =—-1- +§: ERNN N
N 7 —\n n+1) 7

1 /1 1 1 1
'e)=—= — - == - 1+=-=1-—+.
@) =-3 7+;<n n+2> g IS 7

Q 32. On effectue le changement de variable ¢ = — In(u) dans I'intégrale donnant I''(1), ce qui donne

+o00 0 1
—y=TI'(1) = /0 In(t)e ' dt = /1 In (= In(u))(— du) v = —/0 In (- In(u)) du.

VI. Recherche d’une valeur approchée de v

Q 33. On part de l'expression obtenue & la question Q26 et 1'on utilise la relation de Chasles et la linéarité de
I'intégrale :

11_ —u 400 —u Al— —u 11_ —u A _—u +oo —u
'y:/ © du—/ edu:/ © du+/ © du—/ edu—/ ¢ du
0 u 1 u 0 u A u 1 u A u
A —u 400 —u A A —u 400 —u

1-— d 1-—
:/ ¢ du—/ edu+/ “:—1n(A)+/ ¢ du—/ °  du.
0 u A u 1 u 0 u A U

Q 34. Le développement en série entiére de ’exponentielle est de rayon de convergence infini. Ainsi, pour tout
u € R*, on a

1—e ¥ 1 oo uk 0 (_1)/€+1 B oo (_1)k
— == [1_2(_1)k"7!] :ZT“k 1 :Zmuk.
k=0 k=1 k=0

Le rayon de convergence étant & nouveau infini et la fonction prolongée par continuité en 0, on peut intégrer la série
entiére terme a terme sur [0, A], d’ou

kAk-H

/01—6“ Z/ k+1 ikzwt J(k+ 1)

Q 35. Les fonctions sont de classe C! sur [z, 400[. L’intégrale de départ est convergente d’aprés Q20 et l'existence
d’une limite finie du crochet garantit la validité de l'intégration par parties, que 'on réalise en dérivant 1/u.

+oo 1 —u U—+0oo +o0 1 —z +oo —u
/ e 'x —du= [_e} —/ (—e™) (—2> du="— —/ e—Qdu.
. u u |, - u x . U

Q 36. Une deuxiéme intégration par parties, puis une troisiéme, réalisées dans le méme sens (intégration de e *)
donnent la forme demandée avec R = X2 — X + 2 :




Q 37. Reprenons les résultats des questions de cette partie (il y a une erreur de signe dans 1’énoncé).

A —u +oo —u e k Ak+1 —A +oo ,—u
1-— —1)*A A
~ + In(A) (Q:33)/ © du—/ € gy (PBE®Y Z ) _ R(d)e +6/ °  du
0 T

u A u = (k+ 1)(k+1)! A3 u?
n kAk+1 R(A)efA ( 1 kAk+1 oo o—u
n ( )kAk+1 R(A)e*A o~ (_1)kAk+1 /+oo e U
In(A) — < 46 4
7+ n(4) CERCE L 2 Grnngmi e
k=0 k=n+1
La série 4 maj t érie alternée. P AM i LI <1
a série & majorer est une série alternée. Pour uy, = ——, on a = < our
! T k+D(k+ D0 Up—1 (k+1)?2 " k+1 P

tout k tel que A < k + 1. On peut appliquer la majoration classique du reste des séries alternées si (ug) k>ni1 €st
décroissante, ce qui est le cas si A < n+ 2, soit n > A — 1. Il vient

> (_1)kAk+1 400 e U An+2 400 e U An+2 667’4
Z+6/ 4du<+6/ —du= +—.
oy (b Dk + 1) .U (n+2)n+2)! "), A nt2)nt2! A

VII. Etude d’une série entiére aux bornes de son intervalle ouvert de
convergence

A. Rayon de convergence et premiére expression de la somme

1 1 n+1
Q 38. Pour tout x > 0, on a lim M
n—oo  In(n)a”

converge absolument pour |z| < 1 et diverge si |z| > 1, ce qui donne un rayon de convergence de 1. Pour x = £1, le
terme général de la série est divergent, donc la série l'est également. Finalement, Dy =] —1,1].

= x. La régle de d’Alembert montre alors que la série entiére

B. Etude de f en 1

Q 39. Comme série de fonctions croissantes positives sur [0, 1], la fonction f est croissante positive sur [0, 1] et
admet donc une limite dans Ry quand z tend vers 1 par valeurs inférieures. Alors,

N N
YN eN*: f(z) = > In(n)a" .. lim f(x) > lim Zm = "In(n)
n=1 n=1

<1 <l n=1

On peut ensuite faire tendre N vers l'infini, d’oi liml f(z) = +o0.
z—
<l

Q 40. On a vu a la question Q2 que Z " In(n). Il s’ensuit que la série entiére définissant g a le méme rayon de
k=1
convergence que celle définissant f, soit 1. Notons que l'on a aussi Dy =] — 1, 1], la série divergeant pour x = +1.

1k >
Q 41. Posons a; = L/k S?k/l.Alors,
0 sik=0
R A AT YA - 1 In(1-2)
g(x)—;<kz:1k>x —%(%akxl)x (Zamc)(nz% )——ln(l—x)xl_x_ PSR

Le produit des deux séries entiéres de rayon de convergence 1 donne une une série entiére de rayon de convergence
au moins 1; l'identité ci-dessus est donc valable pour tout x| — 1, 1].

6
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Q 42. Pour -1 <z <1,ona f(z) —g(z) = Zunx" avec u, = In(n) —
n=1

u = (uy),, est convergente. Elle est donc bornée, d’oit

[
@) = g@)] <3 ull g 2" < flull Do a" = 7=
n=1

Or, on a vu a la question Q2 que

ol
[l
AN
> =

n=0
Q 43. Comme lim In(1 — z) = —o0, on a f(z) — g(z) = o(g(x)), soit f(z) ~ g(z).
) el )

C. Etude de f en —1

Cc1 = —1
On considére la suite (c .« donnée par 1 1
(en)nen P Vn € [2,400[: ¢ = —In (1—) - —.
n n
Q 44. Avec les notations et le résultat de Q 1, ¢, = ap_1 — ap ~ oz pour tout n > 2. En particulier, ¢,41 ~ ¢,. Il
s’ensuit que la série entiére Z cpx™ a pour rayon de convergence 1 et qu’elle converge normalement sur le segment

n=1
[—1,1] par comparaison avec la série de Riemann d’exposant 2. Son domaine de définition réel est donc [—1,1].

Q 45. Par la question Q2, on a

o [oe)
ch =c + Z(a”—l —ap) =—1—lima, +a; = —7.
— n=2

Q 46. La fonction h est continue sur [—1,1], et en particulier en 1 (en fait, on va s’en servir en —1), du fait de la
convergence normale de la série sur [—1, 1], établie a la question Q44, laquelle entraine la convergence uniforme.

Q 47. On calcule

2p 2p 2p —
2(_1)kck _ Z(_l)k—l In <1 _ ]1) + Z (—1]2’9 1

p—1 . . 2p k_1
2 2 2 -1

= g In ,‘] X .‘7 +In P + g i
— 27—1 257+1 2p—1 P k

2042 o ... 12 2 yk—1
I 22 x4 x---x(2(p—1)) " 2p +Z( 1)
1x32x52-x(2p—32x(2p—1) 2p—1 k

k=1
PpN\2  (2Pp])2 W qyk-1 94p 14 W qyk-1
:n<< p!) x<p,>2)+z< ) :1n< p,2>+Z( i
2p (2p)! — k 2p (2p)! — K
Q 48. Commencgons par exprimer f en fonction de h. Pour z E] —-1,1],
h(x)znzz:lcnm :—nZ::an <1_n> Z Z In(n) — In(n — 1)z —n:1z
= Z —len Zx—:(l—az)f(x)—i-ln(l—x),
n=1 ou 2 n=1 "
“n(1 —
soit f(z) = =) i n( ac) Par ailleurs, la formule de Stirling donne
—x
24 plt 4p 1 R
Bl RS (E) (27p)? x © =T
2p (2p)1? e 2p \ 2p 2T X 2p 2



2p
Il s’ensuit lim Z(—l)kck =In (g) +1n(2). Comme lim ¢, = 0, on en déduit que
k=1

p—0o0

h(=1) = lim n (—1)Fe, = In (g) +1n(2).

Enfin, la continuité de h en —1 et la relation entre f et h obtenue au début de cette question donnent
h(—1) —In(2 1

lim f(z) = h(=1) —In(2) _ o (E) '
r——1 2

2 2
r>—1



