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Corrigé succinct : Nombres de Bernoulli

Partie I — Nombres de Bernoulli

I.A — Suite des polynémes de Bernoulli
[.A.1) L’existence et 'unicité des polynémes B,, s’obtient immédiatement par récurrence : pour B,_; donné,

1
la relation B], = nB,,_1 fixe B,, & une constante prés dont la valeur est déterminée en écrivant / B,(t)dt =0
0

I.A.2) On utilise la méme technique pour prouver que B,, est un polynéme unitaire de degré n.

I.A.3) Les polynomes C,, vérifient les relations du I.A.1) définissant de maniére unique les polynémes B,
d’ou 'égalité.

I.B — Nombres de Bernoulli

I.B.1) Les premieres égalités sont évidentes. Pour n > 2 on écrit :

1 1
Bu(1) — B, (0) :/ B! (t)dt :n/ Bo_1(t)dt = 0
0 0
IB2) Pour P Z 1: sz+1(0) = ng+1(1> = 02p+1(1) = —B2p+1(0) - ng+1(0) =0

Partie II — Fonction génératrice des polynoémes de Bernoulli

II.A —

La fonction u se prolonge par continuité en 0 en posant u(0) = 1. La fonction obtenue ne s’annule pas sur
x

-1
R et la fonction 1/u définie pour x # 0 par 1/u(x) = c est DSE sur R donc C* sur R. Finalement
x
la fonction prolongée u est C>° sur R comme inverse partout défini d’une fonction C'*° sur R.
Enfin la fonction ¢ définie par é(z,t) = u(z)e™® est de classe C™ sur R? comme produit de fonctions de
classe C*° sur R%

I1.B —
II.B.1) On trouve :

1 1 1 1 1 1 1
=1 - S22 - T2 43 AP 3
bl t) =1+ (t=5)r+ (Gt + 55 — 5t + (587 + 5t — 71)7" + o)
0 r2el®
o o" a" o " o
‘ol > P —_— = — = _— —_— i i
d’ou pour n > 1 5 8m”¢(x’ t) 5 Bt (x,1) T o(z,t) + Ny ¢(z,t) (Leibniz)

I1.B.3) agp(t) = ¢(0,t) = 1 et la relation précédente donne pour n > 1 : al, = na,_i.
1 tx
De plus pour z # 0 : / oz, t)dt =
0

ze
1

La fonction (z,t) — ¢(x,t) étant C*° sur R x [0, 1], la fonction x — / ¢(x,t)dt est alors C* sur R avec :
0

1
=1 / e dt = 1, résultat encore valable pour z = 0 car ¢(0,t) = 1.
e — 0

1 1)

dn 1
Vee RVn>1 —/ o(x, t)dt = (x,t)dt
dz™ Jo

. 9

1
doutpourz=0:Vn>1 0= / an(t)dt
0
On en déduit par récurrence que la fonction a, est polyndémiale pour tout n € N. Comme de plus ces
polynomes vérifient les relations du I.A.1), on obtient 1’égalité : a,, = B,.
n_ 4k
_ tr _ k
oz, t) =e* = Z 7" +o(z")

k=0

e’ —1

I1.B.4)



e’ —1 L xk " B L
mais aussi Tgb(a:, t) = (];) CES] +o(z") (> ]]jt) z¥ 4 o(z™)) = gak(t)xk + o(z™)

k=0

b 1 Byt 1
avee ax(t) = ,go =+ 1) ZE ) - &1 1) %C’?“Bh(t)

1
d’otl, en identifiant les coefficients du DL : V0 < k < n t* = Tl Z O, Bp(t) et par suite pour n > 1 :

n 1 = k
Bult) =t = 3 3 Gl Bl
=0
II.C —
En faisant ¢ = 0 on obtient finalement :
bp=1etVn>1 bn:——ZCngk

Partie III — Formule d’Euler Mac-Laurin

ITI.A —
III.A.1) Par parties :

R = /Olﬂt)Bo(t)dt: /01f<t>Bi<t>dt=[f<t>31<t>]é—; /Olf/u)B;(t)dt:f@Hf(l) B+ =L

et pour k > 1:

- f% B%) L [T enp g b ek 1 p
Ry / - BT | e (0Bl ()it = =y | e (B ()it = ~ = |

III.A.2) On obtient alors immédiatement par récurrence :

o= [ st = LOZID 57 i) - o)+ g,

2 = 23)'
IT1.B —
s . b (2p) u—a nl k41 (2p) u—a
II1.B.1) On écrit / G P (u)Bop(< —— >) = Z/ 9P (1) Bap(< —— >)
a h k=0~ % h
et la fonction u —< % > étant périodique de période h :
u—a u— ag u— ag
N = =
u € [ag, ag+1] < L ES > .

d’ou le résultat.
n—l Af41 (2p) B u—ap
TL.B.2) rp, = ZhQ”/ 9 (u) Bap(™)

k=0 ag (2p)
sur [ag, ax41] donne :

du et le changement de variable ¢ = % dans l’intégrale

a ) (4B (2p B

k+1 g

h2p/ ( ) 2]7 h du_ / f 217 ) th
ar, (2p)!

ou l'on a posé f(t) = g(ax + ht).
En appliquant alors la relation du IT1.A.2) a chacune de ces intégrales, on obtient le résultat cherché :

b 2 glar) + g(a P b 4 a) + g(b
Tom :/ g(t)dt = hz g(ax) 29( kt1) _ hz 2] p2i—1 Z ak+1 9(23—1)(%)] F Ty = h[g( ) . g(b) +
a k=0 j= 1



Partie IV — Application

IV.A -

Ecrivons, comme cela est suggéré dans ’énoncé, la formule d’Euler Mac-Laurin obtenue au I11.B.2) pour la
fonction ¢ : t — " sur le segment [1,n +1]. g étant de classe C*° sur R, on aura pour tout p > 1 :

n+1 z(n+1) et
/ g(t)dt = S+ S —C Z
1

J=1

g™ (1) = gV W) 47

n+1
avec rp p = /1 g\ (u)Bap(< u—1>)du

IV.B -

ne - ) 1 ne
IV.B.1) Par parties : I, = / ety = —ieM n!=® 4 et 4+ i(—— 1)/ e ra2dy
1 « 1

«a o

" i ra—2 oin® 120 i 1 " w13
et J, = e dx = —ie' + i€’ —}—z(——2) eradx
1 1

1 1
avec ‘(— - 2)/ e de’ < \— - 2]/ o 3dx = |n'72* — 1| (attention au signe de ——21)
a
par suite, dans tous les cas, J, = o(n )car 1 —2a < 1 — a. et donc I,, ~ —ie™ n'~* lorsque n — 4o0.

IV.B.2) On change de variable dans l'intégrale en posant z =t et on trouve :

" it™ 1 i in®, l—«
e dt=—1I,~——e""n
1 o «

IV.C -

Démontrons le résultat par récurrence.

lg(t)| = 1 et ¢'(t) = iat®Lg(t) = |¢'(t)| = at*"!, on voit donc immédiatement que le résultat est assuré
aux rangs j = 0 et j = 1 (on demande en fait de le démontrer seulement pour 5 > 1).

Si on suppose que g (n) = O(nk(a_l)) pour 0 < k < j—1, on a (Leibniz) :

g(j)(t) — (g/(t))(jfl) — ’i()&(to‘ 1 ] 1) ZOéZ 1 o — 1 )(a —j +p+ 1)ta—j+pg(p)(t)
et on obtient : n® I TPg®) (n) = O(RPTVE=DY = O(RI@ D) pour 0 < p < j — 1.

Donc ¢ (n) = O(n?®™Y), ¢est le résultat au rang j.

IV.D -

IV.D.1) En utilisant la méthode précédente, on obtient plus généralement :
Vj e N g (t) = 0@~V lorsque t — 400
n+1 n+1
Or ‘/ g(2p)(t)ng(< t—1 >)dt‘ < Mgp/ 19®P)(t)|dt et en choisissant p tel que 2p(a — 1) < —2,
1 1

+oo
ce qui est toujours possible car « — 1 < 0, I'intégrale / \ g% (t)|dt devient convergente : la fonction
1

t — g (t) = O(1/t%) en +oo est intégrable sur [1, +oc[. Par suite :

n+1 400
[ 0 OBa(< t =150 < by [T 19 1) a1

d’ou le résultat.

IV.D.2) On reprend 1’égalité obtenue au IV.A pour cette valeur de p :

n+1 z(n—l—l) el
P P ITRELETNS
1

J:1

B0+ 1) = @) =y

n+1
avec 1y, = /1 g% (t)Bop(<t—1>)dt



En utilisant les résultats précédents, on voit que dans cette somme tous les termes sont négligeables devant
le premier et donc :

n+1 i . o
S ~ / g(t)dt ~ ——e! D% (g 4 1)1
1 !
De plus (n 4+ 1)17% ~ n® et /(M = ¢in®(143)* = ¢in® gian®~o(n®™1) _ oin® o1 ohtient finalement :

T oo
Snw——em nl ot
«




