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_Feulille d’exercices 1
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.
(c) «Pour tout nombre réel positif y, il existe un nombre réel z dont le carré est égal a y. »
Cette assertion est vraie : soit y > 0. Alors x = ,/y convient.

(d) «II existe un nombre réel z tel que, pour tout nombre réel positif y, le carré de x est égal a y. »
Cette assertion est fausse. Pour le montrer, on prouve sa négation :

Ve €R, Iy >0, y # 22
Soit z € R. Alors y = 2% + 1 convient : on a bien y > 0 et y # 2.

Exercice 2.
(a) A tout x dans I, la fonction f associe une valeur réelle ¥ ; autrement dit, f est bien définie.

(b) Une méme valeur réelle y est associée par f a tous les x dans [ ; autrement dit, f est constante.

(c) Tl existe un rang ng tel que tous les termes de la suite (u,,) sont égaux a w,, a partir du rang ng;
autrement dit, (u,,) est stationnaire.

(d) Pour chaque n dans N, il existe un entier n tel que, s’il est inférieur a n, alors u,, et u,, sont égaux;
ce qui ne dit rien sur la suite (pour n donné, il suffit de prendre ng = n).

Exercice 3.
(c) Yy € R, (y° = 2°) = (2 = y) (cette assertion est vraie)

(f) 3T € N*, ¥n € N, tpir = Un.

Exercice 4.
(d) Jzp eI, Ve el, f(xg) < f(x).

Négation : Voo € I, Jx € I, f(xo) > f(x).
() IM eR, Ve e, f(x) < M.

Négation : VM € R, dx € I, f(z) > M.

) Bz el, f(x)=0)A Ve, 20 € 1, f(z1) = f(22) =0 = 21 = 29)
Négation : (Vo € I, f(x) #0)V (Fz1,29 € I, (f(z1) = f(22) = 0) A zy # 29)).

Exercice 5.
(a) Ensemble des fonctions majorées

(b) Ensemble vide : pour x donné, I’inégalité est fausse pour A = f(x) — 1 par exemple.
(c) Ensemble des fonctions non minorées (considérer la négation)

(d) Ensemble de toutes les fonctions : 1’inégalité est vraie pour z = 0 et A = f(0) + 1 par exemple.
Exercice 6.
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(e) Vrai : on raisonne par contraposée. Soient z,y € R\ {1}, supposons que

(x+1)(y—1)=(y+1)(x—1),doncy —x =x —y,donc z = y.



& N(N +1
(f) Vrai: Soit N € N*, alors n = N convient. En effet, on a alors : Z k= % > N.
k=1
(g) Vrai:n =2, x =3, y =4, z = 5 conviennent : 3° + 4> = 25 = 5°.
Exercice 16. On procede par récurrence simple.
2

Notons, pour tout n € N, P(n) I’assertion « u,, = o>
N 2n+1
* SxoTi= 2 = ug, donc P(0) est vraie,
2
e Soit n € N. Supposons P(n), et montrons P(n + 1). Par hypothése de récurrence : u,, = T
n
donc : )
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donc P(n + 1) est vraie. Donc P est héréditaire.
On a bien montré : Vn € N, P(n).

Exercice 17. On procede par récurrence double.
Notons, pour tout n € N, P(n) I’assertion « u,, = 3" — 2".»
e 3° —2° =0 = ug, donc P(0) est vraie; 3' — 2! =1 = uy, donc P(1) est vraie,

e Soit n € N. Supposons P(n) et P(n + 1), et montrons P(n + 2). On a:
Upio = SUpy1 — 6u, = 5(3"T —2"T1) —6(3" —2") =9 x 3" — 4 x 2" = 32 — "H2
donc P(n + 2) est vraie. Donc P est héréditaire.
On a bien montré : Vn € N, P(n).

Exercice 18. On procede par récurrence triple.
Notons, pour tout n € N, P(n) I’assertion « u,, = n(n —1).»
e P(0), P(1) et P(2) sont vraies (calcul direct)

e Soit n € N. Supposons P(n), P(n+ 1) et P(n + 2). Alors, par hypothése de récurrence :
Upis =3(n+1)(n+2)=3nn+1)+nn—1)=(n+2)(n+3),
donc P(n + 3) est vraie. Donc P est héréditaire.
On a bien montré : Vn € N, P(n).
Exercice 19. On procede par récurrence double.

Notons, pout tout n € N*, P(n) I’assertion « 1 < u,, < n’. »
e P(1) et P(2) sont vraies (calcul direct)

e Soit n € N*. Supposons P(n) et P(n + 1). Alors, par hypothese de récurrence :
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Orl1 <1+ ——,doncl < uy,yo,et:
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: <(n+2?e - <(n+2°-m+1)2=2n+3n*<(n+1)(2n+3),

n
(n+1)*+
n n
ol la derniére inégalité est vraie, donc par équivalence, la premiére également ; donc u, 1o < (n+2)%
Donc P(n + 2) est vraie. Donc P est héréditaire.
On a bien montré : Vn € N, P(n).



