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TD. A3
Calculs de limites

Exercices de cours

Travaux dirigés

@ Soit (uy,) la suite définie par ug =0 et :

VYn € IN Un4-1 :\/6+Un

a. Démontrer que (u,) est bien définie.

b. Démontrer que (u,) est majorée et croissante.

c. Démontrer que (u,) et convergente et donner sa
limite.

d. On suppose maintenant que ug = 4.

La suite (u,) converge-t-elle ?

@ Démontrer I’équivalence :

2

u

1—cosu ~ —
0o 2

@ Soit a et b deux réels. Déterminer :

) edT _ ebx
lim
x—0 x

@ Démontrer que pour tout a € R :

(1—1—;10)“6—)1—&—0@4—0(96)

@ Calculer les limites suivantes.

I 3—a3 b 1 2x
a. lim —— . lim
z—+oo 422 — 2z + 1 z—+o0 zf +5
-1 323 —2)2
¢ lim Y~z 4 lim BT FT-27
z—+o0 /T +Inz z——oo  (x—1)8
. e’ e "
e. lim ——— f. lim -
z—+400 325 — 1 z—+o0 3z° — 1
1\ D 2+ T
g. lim (z ) h. lim m
a1 \z+1 e—% sin(5z + §)
i. lim ( )
z—+oo \x + 1

@ Etudier le comportement & I'infini des suites sui-
vantes.

. _5n_6n b 4m
T pn _yn T p3—nl

_on
Cp = i dn, =n(ln(n 4+ 2) —Inn)

en

en = (2n)""

fn :n<c/§* 1)
nllnn

gn = V3 +sinn h, = e

Soit (uy,) la suite définie par ug =1 et

Vn €N Unt1 = f(un)
ou f est la fonction définie sur R — {—i} par :
flo) =351

a. Etudier les variations de f.

b. Démontrer que (u,) est bien définie et incluse
dans l'intervalle ] %, 1] .

c. Démontrer que (u,) converge et calculer sa li-
mite.

d. Soit maintenant v,, la suite définie par :

1
VneN —
’U,n—§

Up =

Démontrer que v,, est bien définie et exprimer
vp41 en fonction de wv,,.

e. En déduire le terme général de la suite (uy,).

Démontrer de nouveau qu’elle converge et retrou-
ver sa limite.

f. Donner un équivalent de u,, — ¢, ou £ = lim u,,.

. On définit la suite (un)ne]N en posant ug = 1 et
pour tout n € N : up1 =1+ -

On pose f(z) =1+ 2%

a. Justifier que lintervalle I = [ug,u;] est stable
par f, et en déduire que la suite (u,) est bien
définie et bornée.

b. Décrire les variations de g = f o f.

En déduire que les suites extraites (usa,) et
(UQn+1) sont convergentes.

c. Démontrer que la suite (u,) est convergente et
donner sa limite.

Soit (un)nen une suite définie par une valeur
ug = 1 et :

2
Vn e N unH:\/W—l
Soit f: x»—>\/1+71

a. Décrire les variations de f et de g sur R,
résoudre ’équation g(x) = 0.

et g:xn—>f(x)—x.

b. Démontrer que la suite (u,),en est bien définie,
convergente, et donner sa limite.

c¢. Que peut-on dire si ug € [0,1[?



Pour tout n € IN* on pose :

un:\/1+m

avec n radicaux.

a. Soit n € IN*. Exprimer u, 1 en fonction de u,.

b. En déduire que la suite (u,) converge et calculer
sa limite.

Etudier les limites des suites suivantes.

(n+a)(n+b)—n  (ab) € (R})*

b= 2[5] =2

Cc. Up =

e. Uy = LMJ f.

a. Up =

(a,b) € (R})?
V14 cos?n

Uy =

Uy = Sinn sin —
n

n—vn?+1
Uy = h. u, = V5" 4+ 3
& tn n—vn2—1 "
|
i u,=+vVn3+n2-n jo Up = v
™ Inn
. n n | n k+n
Up = 5 T o3
k:1k+n k:lk +n
m. un:tanztan nn n. u, = eXmvnitl
n 2n+1

@ Donner une suite la plus simple possible équiva-
lente a chacune des suites suivantes.

1
a. u, =en —1

b.un:6%
= = (n+ 1)1
CET)E d. u,, = sin n+n T

e. U, =In(n+7)—In(n+3)

c. U, = nsin

nm—1
2n

h. u, =nw — 1 i up=2Vn—vVn+3
joouy = V312 Vnt+l—n

L. un:(n—}:k) avec k € IN

f. u, = tan g. u, = In(2n® + 5)

k. u, =

Soit a € R, et f et g deux fonctions définies au

voisinage de a.

a. Démontrer que :

f~g

<~ [ =g+ o0(g).
o fmg (9)

b. En déduire :
tanx 4 tan 9z
im ——
z—0 tan x + tan 4x
On adopte la notation f(z) < g(z) pour signi-
fier £(2) = o(g()).
(a)

Ordonner les fonctions suivantes.

x
a. z, 22, Vz, Inz, zlnz, zln’z, — en 400
Inz
x
b. z, 2%, V&, tlnz, zIn’z, 2*Inz, — en 0
Inz
1 1 1 1 1 Inz 0
c. — —5, —,Inr, ——, — en
x 22 \Jr’ "zlnx’
1 e"
d. n®, n!, nll, e, e™, 2™, eﬁ, nde™  en 4o0.

n?’

@ Donner des équivalents simples de chacune des
fonctions suivantes au point a indiqué.

a.f(x):((23796_—’_13))24 a=0,a=1,a=4x
b. f(x) = sizzx en a=0
sinz _ |

c. flz)= (esosxi—l en a=0
d. f(z) = sin(nf) cos(mx) J

anw avec  (m,n) € N*?
e.f(:r):(301_1'1_7x1)3 en a=0 et a=+4o0
f. f(x) = 25" —1 en a=0"
g. g(z) =cosvx —1 en a=0"
h. h(z) = 2% —cos\/x en a=0"
i. f(x) =tanx en a:g

Calculer les limites suivantes.

=] . )
1 -— b. 1 In2
a. lim = lim (sin v/z)In 2z
r—1
c. lim 57 d. lim 2?2 —zln’x
z—0 In (;L' —+ 1) T—400

. In (1 zlnx
e. lim (tanz)™"” f. lim (M>
20+ T—+00 Inx
N3 .
g. lim S f h. lim x—Q (a>1)
x—27 COS 1 rz—+oo ¥
. tan 6x .. Inz
i lim — j. lim

=T COS (x + %) z—+oo (Inz)*



