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TD. A3
Calculs de limites

Exercices de cours
1 Soit (un) la suite définie par u0 = 0 et :

∀n ∈ N un+1 =
√

6 + un

a. Démontrer que (un) est bien définie.
b. Démontrer que (un) est majorée et croissante.
c. Démontrer que (un) et convergente et donner sa

limite.
d. On suppose maintenant que u0 = 4.

La suite (un) converge-t-elle ?

2 Démontrer l’équivalence :

1 − cos u ∼
0

u2

2

3 Soit a et b deux réels. Déterminer :

lim
x→0

eax − ebx

x

4 Démontrer que pour tout α ∈ R :

(1 + x)α =
(0)

1 + αx + o(x)

5 Calculer les limites suivantes.

a. lim
x→+∞

3 − x3

4x2 − 2x + 1 b. lim
x→+∞

2x

x
√

x + 5

c. lim
x→+∞

√
x − ln x√
x + ln x

d. lim
x→−∞

(3x3 + x − 2)2

(x − 1)6

e. lim
x→+∞

ex

3x5 − 1 f. lim
x→+∞

e−x

3x5 − 1

g. lim
x→1

Å
x − 1
x + 1

ã(x−1)
h. lim

x→ π
6

cos(2x + π
6 )

sin(5x + π
6 )

i. lim
x→+∞

Å
x

x + 1

ã x2
x+1

6 Étudier le comportement à l’infini des suites sui-
vantes.

an = 5n − 6n

5n − 4n
bn = 4n

n3 − n!

cn = n − 2n

en
dn = n(ln(n + 2) − ln n)

en = (2n)sin 1
n fn = n

Ä
n
√

2 − 1
ä

gn = n
√

3 + sin n hn = n! ln n√
n en

Travaux dirigés

1 Soit (un) la suite définie par u0 = 1 et
∀n ∈ N un+1 = f(un)

où f est la fonction définie sur R−
{

− 1
4
}

par :
f(x) = 5x−1

4x+1 .

a. Étudier les variations de f .
b. Démontrer que (un) est bien définie et incluse

dans l’intervalle
] 1

2 , 1
]
.

c. Démontrer que (un) converge et calculer sa li-
mite.

d. Soit maintenant vn la suite définie par :

∀n ∈ N vn = 1
un − 1

2
.

Démontrer que vn est bien définie et exprimer
vn+1 en fonction de vn.

e. En déduire le terme général de la suite (un).
Démontrer de nouveau qu’elle converge et retrou-
ver sa limite.

f. Donner un équivalent de un − ℓ, où ℓ = lim un.

2 On définit la suite (un)n∈N en posant u0 = 1 et
pour tout n ∈ N : un+1 = 1 + 6

un .
On pose f(x) = 1 + 6

x .

a. Justifier que l’intervalle I = [u0, u1] est stable
par f , et en déduire que la suite (un) est bien
définie et bornée.

b. Décrire les variations de g = f ◦ f .
En déduire que les suites extraites (u2n) et
(u2n+1) sont convergentes.

c. Démontrer que la suite (un) est convergente et
donner sa limite.

3 Soit (un)n∈N une suite définie par une valeur
u0 ⩾ 1 et :

∀n ∈ N un+1 =
…

u2
n + 7un

2 − 1

Soit f : x 7→
»

x2+7x
2 − 1 et g : x 7→ f(x) − x.

a. Décrire les variations de f et de g sur R∗
+, et

résoudre l’équation g(x) = 0.
b. Démontrer que la suite (un)n∈N est bien définie,

convergente, et donner sa limite.
c. Que peut-on dire si u0 ∈ [0, 1[ ?



4 Pour tout n ∈ N∗ on pose :

un =
»

1 +
√

1 + · · · +
√

1
avec n radicaux.

a. Soit n ∈ N∗. Exprimer un+1 en fonction de un.
b. En déduire que la suite (un) converge et calculer

sa limite.

5 Étudier les limites des suites suivantes.

a. un =
»

(n + a)(n + b) − n (a, b) ∈ (R∗
+)2

b. un = a

n

⌊n

b

⌋
vn = n

a

õ
b

n

û
(a, b) ∈ (R∗

+)2

c. un =
Å 1

n

ã 1
ln n

d. un = n
√

1 + cos2 n

e. un =
õ (n − 1)2

n2 − 3

û
f. un = sin n sin 1

n

g. un = n −
√

n2 + 1
n −

√
n2 − 1

h. un = n
√

5n + 3n

i. un = 3
√

n3 + n2 − n j. un = n!
πn ln n

k. un =
n∑

k=1

n

k + n2 l. un =
n∑

k=1

k + n

k2 + n3

m. un = tan π

n
tan nπ

2n + 1 n. un = e2iπ
√

n2+1

6 Donner une suite la plus simple possible équiva-
lente à chacune des suites suivantes.

a. un = e
1
n − 1 b. un = e

1
n

c. un = n sin
√

n

(n + 2)2 d. un = sin
ïÅ

n + 1
n

ã
π

ò
e. un = ln (n + 7)−ln (n + 3)

f. un = tan nπ − 1
2n

g. un = ln(2n3 + 5)

h. un = n
1
n − 1 i. un = 2

√
n −

√
n + 3

j. un = n
√

3 − n
√

2 k. un = 4
√

n4 + 1 − n

l. un =
Å

n + k

k

ã
avec k ∈ N

7 Soit a ∈ R, et f et g deux fonctions définies au
voisinage de a.

a. Démontrer que :

f ∼
(a)

g ⇐⇒ f =
(a)

g + o(g).

b. En déduire :

lim
x→0

tan x + tan 9x

tan x + tan 4x

8 On adopte la notation f(x) ≪
a

g(x) pour signi-
fier f(x) =

(a)
o(g(x)).

Ordonner les fonctions suivantes.

a. x, x2,
√

x, ln x, x ln x, x ln2 x, x

ln x
en +∞

b. x, x2,
√

x, x ln x, x ln2 x, x2 ln x, x

ln x
en 0

c. 1
x

, 1
x2 , 1√

x
, ln x, 1

x ln x
, ln x

x
en 0

d. n5, n!, n!!, en, en!, 2n, e
√

n, en

n2 , n3en en +∞.

9 Donner des équivalents simples de chacune des
fonctions suivantes au point a indiqué.

a. f(x) = (2x + 3)4

(x − 1)2 en a = 0, a = 1, a = +∞

b. f(x) = sin2 x

x3 en a = 0

c. f(x) = esin x − 1
cos x − 1 en a = 0

d. f(x) = sin(nx) cos(mx)
tan x

en a = 0
avec (m, n) ∈ N∗2

e. f(x) = ln x

(x + 1)3 en a = 0 et a = +∞

f. f(x) = xsin x − 1 en a = 0+

g. g(x) = cos
√

x − 1 en a = 0+

h. h(x) = xsin x − cos
√

x en a = 0+

i. f(x) = tan x en a = π

2

10 Calculer les limites suivantes.

a. lim
x→+∞

⌊x⌋
x

b. lim
x→0+

(
sin

√
x
)
ln 2x

c. lim
x→0

5x − 1
ln (x + 1) d. lim

x→+∞
x2 − x ln2 x

e. lim
x→0+

(tan x)sin x f. lim
x→+∞

Å ln (1 + x)
ln x

ãx ln x

g. lim
x→2π

sin 3x

cos x
4

h. lim
x→+∞

xx

ax2 (a > 1)

i. lim
x→ π

6

tan 6x

cos
(
x + π

3
) j. lim

x→+∞

xln x

(ln x)x


