PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE 17 OCTOBRE 2025

Devoir surveillé n° 2
CORRIGE

Exercice 1.

1. Pour z € R, le nombre f(z) est défini lorsque e” — 1 # 0, ¢’est-a-dire = # 0. Donc D = R*.

2. La fonction f est le quotient de x — e par x — e* — 1, qui sont usuellement dérivables sur R. Donc

la fonction f est dérivable sur R’ .
e(e” — 1) — ee” ev
O \V/ R* ! = = -
na: Ve e RY, f'(z) = EEE

3. D’apres la question précédente : Vo € R’, f'(x) < 0.La fonction f est donc strictement décroissante

sur R’ . De plus, xlirgl+ f(x) =+ooet xgrfw f(z) = lim = 1, d’ou le tableau :

z—+oo0 ] — e %

T 0 400
f'(z) -
“+00
f N\
1

4. Lafonction f est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur R, , donc d’apres le théoreme
de la bijection continue, f réalise une bijection de R’ dans J = f(R%) =| lirf f(z), lim+ flz)] =
r—+00 z—0
]1, 400
5. Soientz € RY ety € ]1,400[. Ona:
€ Y

yzf(fﬁ)@yzex_l@yew—yze“@(y—l)ezzy@f:—y_l@leﬂ(—y:),

1,400 — R%
T ln(i)

z—1

donc la réciproque de f est la fonction f~! : {

y/ ,'y:‘r




Exercice 2.

1.

(a) Soitg € [0,n—k].Ona:

IS

(b) D’apres la question précédente, on a :

p(k,n) =

donc p(k,n) =0sik < n,etu(n,n) = (

2. Soitn € N.Ona:

= an

n! (n—q)!
g(n—g)kl(n—q—k)!
n!
'kl (n—q—k)!
n! (n—k)!

( )

~*  d’apres la formule du bindéme,

">><1:1.
n

()

> (1)
v () (1)

( )(nk )ak enposantqg =n —p

par interversion de sommes

d’apres la question 1.



3. (a) Paruncalcul direct:ap=1,a; =0,a, =1,a3 =2, a4 =9, a5 = 44,
plliS bo = 1, b1 = 1, b2 = 2, b3 = 6, b4 = 24, b5 = 120.

(b) D’apres les premieres valeurs de la suite, on conjecture que : Vn € N, b, = nl.

(c) On procede par récurrence : by = 1 = 0!, donc 1’assertion est initialisée.
Soit n € N, supposons que b, = n!. Alors :

n+1
1
b1 = Z (n;— )Cbk
k=0
n+1
1
= ap+ Z (n—]: ) (lmk,l + (—1)'“)

= Sk e S (7o
O(n+1)(Z)ak+0

(n+ 1)by
= (n+1)! parhypothése de récurrence,

)=

=
Il

donc I’assertion est héréditaire. Par récurrence, on a donc bien : Vn € N, b,, = nl.
(d) Soitn € N. On utilise la formule d’inversion :

o = (M)




Exercice 3.

1. Ona:
2] |1 1\’ V5
g0 =i-iv bl s Wz)*” a
1. V3 1 V3 1(1 3 3 1 V3| 1
.f —+Z— = |- — 71— —_ —_— — _— = |- — 71— | = —.
2 2 2 2 2\4 4 2 4 4 2
2. Par définition du module, ona: |f(z)| > 0.
2 1 5
Par inégalité triangulaire, onaensuite:|f(z)|§1+|z|+%:1+1+§:§.

3. Ona: Re(2?) = a® — b*. Or, comme |z| = 1, a* + b* = 1. Donc : Re(z?) = 2a® — 1.

2 2a% — 1
4. Ona:l—z—i—%: <1—a—i— a2 )—i—i(—b—l—ab),donc:

2
f(z)? = (1—a+2a2_1) + (=b+ ab)?
2
= (%—a—{—az +(1—a2)(1—a)2
= 2&2—3614—1
= g(a).

5. La fonction g est polynomiale, donc usuellement définie et dérivable sur R. De plus : Vx € R, ¢'(z) =

L. 3 . 3
4x — 3, donc g est décroissante sur | —oo, 1 et croissante sur 1 +o00|.

5 25 3 1 1
De plus g(—1) =2+ 3+ 1= 17 (Z) =3 etg(l) = 1 Donc, sur [—1, 1], g admet un minimum

1 ) 3 . . .. 2D .
égal a 3 atteint en 1 ; et g admet un maximum égal a T atteinten r = —1.

. 1 d . ) .
6. D’apres la question précédente : m < f(z) < 3 Le maximum 2 est atteint en z = —1, et le

VT

1 3 3
minimum —— est atteint en z de module 1 tel que Re(z) = T c’est-a-dire z = — £ i—.

22 47 4



Probleme.

I 1.

2.

II. 1.

II. 1.

La fonction h est définie lorsque x # 0, c’est-a-dire sur D), = R*. Comme somme de fonctions
usuellement dérivables, elle est dérivable, donc continue, en tout point de Dy,

2 4 1 1
Ona:Vr e R* h'(z) :§—$,donch(x) 20@; < §<:>x2a0ux<0.
D’ou le tableau :
r | —00 0_ 0y o +00
W(x) + - +
400 || +00 —+00
h e ¢ 4
—00 «
yl\
h
1
0 1 EL’

Soit = € [, +oo[. Alors, d’apres le tableau de variations, h(x) > «, donc h(zx) € [a, +o0].
Donc h([a, +o0]) C [or, +00].
On sait que u existe et ug = 2 > a. Soit n € N, supposons que u,, existe et u,, > «. Alors
Uy € Dy, donc u, 1 = h(u,) existe, et d’apres L.4., u,, 1 > «. Donc par récurrence, pour tout
n € N, u,, existe et u,, > .

2w,  2—ud

. Soitn € N. Alors w11 — u, = h(uy) —u, = — — — = < 0 car u,, > a. Donc (u,,)

3uz 3 Ju?
est décroissante.

. Comme la suite (u,,) est décroissante et minorée par «, elle est convergente. Sa limite [ vérifie

2 1 { 2
alors [ = h(l) = 3 (l + l_2>’ donc 3= 32 donc [I? = 2, donc [ = a.

Soitz > 0.0na:

2 N 1 (22 + a)(2? — 2ax + a?)  22% —3ax?+a® 2 N 2 h(z)
— x J— = = = =T — — = xTr)— Q.
3 x? 3a2 32 3 32

. 1 1 2 + « 2 a 2 o 1
SmtxZa.Alors;Sa,donc 5.2 :3_x+@§3_a+@:a'




3. Soitn € N. D’apres II.1., 0 < u,,+1 — a, et la formule de la question 1. appliquée a z = u,, > 0

2up + 5 1 .
W(Un—a) Sa(un—a) d’apres 2.

4. Comme ug —a = 2 — V2 € [0, 1], I’inégalité voulue est vraie pour n = 0. Soit n € N,
supposons-la vraie au rang n. Alors :

s’écrit : Uy — o = h(u,) —a =

- _1 oL 1 1
0 >~ Un+1 — > a(un - OZ) -~ a(azn_l)z - a2n+172+1 - a2n+1717

donc I'inégalité est vraie au rang n + 1. Donc par récurrence, elle est vraie pour tout n € N.

e <107% Or:

5. D’apres la question précédente : |u,, — | < 107 si

1 "
—5 <1070 0® 1 > 10° & 2" — 1 > log, (10°) & n > log, (log, (10°) 4 1) ~ 5,93.
«

Donc N = [log, (log, (10%) + 1)] = 6 convient.



