Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. A5
Fonctions usuelles

Résoudre dans R les équations suivantes.

a. shz =+/3 b. chz =+/3 C. thng
d. 12chxz =25thz e. chng f. 19shx —16chx =4
g. 3ch2zx —4chx =7 h. 16shzchx =15 i. sh2x =chxa
j. sha+ 2 =3 k. 6¢chz —T7shx=a (a€R)
Fo={In(2+3)} % = {£In(vV2+v3)} S, = {152}
Sy ={In2,In3} S ={xIn3} Sy ={Inb}
Sy ={£m3} S = {In2} = {m 5]
S = {ln(l +v/2),In(2 + \/5)} S = {ln(\/m - a)}

Pour n € IN* et x € R calculer :

n

Ch=)> <Z> ch (kx) et Sp = Zn: (Z) sh (kz)

k=0 k=0

On calcule :

C,+ 5, = Z (Z) ek et C,— S, = Z (Z) e~k

k=0 k=0

Grace a la formule du binéme, puis en s’inspirant de la méthode de I’angle moitié :
C’n—l—Sn:en;(Qchg) et Cn—Sn:e_n;(Qch;)
On en déduit :

n oy W Congp WX
c,=2 ch2(:h2 et S, =2 sh2c:h2
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Fonctions usuelles

Dériver les fonctions suivantes.

a. f(z) =shz + ish’z b. f(z) =ich’z —chz c. f(z)=thz —ith’z

chx — cosx

d. f(a:)—m e. f(z) =chzcosx +shasinz
a. f(z) =ch®x b. f(x) =sh®z c. f(xr)=ch™z
2shxsinz
d. f(z) = (hz 1 sinz)? e. f(r) =2shxcosz

Calculer les limites suivantes.

. sh3x . =€ . . T\"
a. glclir(l] L9 b. nl_l}l:I'_loo on c. 11_1&100 (ch2x)1In (thz) d. nl_l)I_iT_loo <1 + Zn)

a. g b. 400 c. —1 d. —1

@ Donner un équivalent simple des fonctions suivantes.

a. x +— In(chz) en 400
b. l‘l—>Sh(1n\/l‘2+l) en 0 et en 400
c. x — tanarcsin xLH en 0 et en +o00.
2
a. 2z b. % et % c. x et %

On souhaite étudier les fonctions arctan et th au voisinage de +oo.

a. Donner un équivalent simple au voisinage de +o0o de arctan x, puis de § — arctan x
b. En déduire le développement asymptotique suivant :
T 1 1
arctanr = — — —+ o(>
(+o0) 2 T

c. En procédant de méme donner un développement asymptotique similaire pour la
fonction th en +oo.

a. arctanx ~ T puis 5 —arctanz = arctan% ~

1
(+00) 2 (+00)

Pour la derniere équivalence on utilise : arctanu (N Uu.
0

Deux démonstrations de cette équivalence :

e Comme la fonction arc-tangente est dérivable en 0 alors :

arctanu  arctanu — arctan 0 p
= > arctan’(0) = 1
U u—20 u—0
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Fonctions usuelles

e Par changement de variable v = arctan u. Alors tanv = u donc :

arctan u v
U tanv v—0
c. On obtient de méme : thz = 1—2e72* 4 o(e™??)
(+00)
Calculer les réels suivants.
- .4 . 5 . a1l
a = cos (arcsin g b = sin (arccos {3 c = sin (2 arcsin 7

d = tan (arcsin (—?)) e = cos (arctan (—%)) f =sin (arctan g)

g = tan (2 arccos %) h = sin (2 arctan 3) ¢ = tan (arccos % + arcsin ﬁ)
_ 3 12 _ 83 _ _ 5 _ 4 _ V7

a=3 b= 13 =" d=—3 e=j3 f=-

g=3 h=3 =17

@ Résoudre les équations suivantes sur R.

a. arcsinx = arcsin 3 + b. arccos 33%1 = arcsinx
c. arcsin (2r) — arcsin (zv/3) = arcsin x d. arcsinx = 2arccos x
e. arccos ¥ + arccos (1 —x) = 7 f. arcsinz = arctan 2z

™

g. arctan x + arctan 3x = 3

yzz:{l} o Fe +
So={0,x1}  F={0, =2}  g,={8

|
—

Calculer :

a = arctan 2 + arctan 3 b = arctan % + arctan %
¢ = arctan 2 + arctan b + arctan 8 d = 4 arctan % — arctan ﬁ
_ 3w _ 7 _ 57 _ 7

a = b=17 C=7 d=7
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Fonctions usuelles

Etudier les fonctions suivantes.
a. f(x) =5chz —4shx b. f(x) = arccos(2z — 1) c. f(z) = arctanshz
d. f(z) = sin (2 arctan e”) e. f(x) = arcsin th x 4 arccos ——

chzx
—1
x\{fl % Jl) = el i +1

f. f(z) = arcsin

a. La fonction f est définie sur R, dérivable de dérivée :
1
Ve e R f’(x):5sh$—4chx:§(9e’x—ex).

Elle est décroissante sur |—oo, In 3],

croissante sur [In 3, 4o0].
On calcule f(In3) = 3.
Elle tend vers 400 en —oo et en +00.

On peut remarquer que :
VeeR  f(x) =3ch(zx —In3),

ce qui montre que la courbe de f est une chainette.

b. La fonction f est définie sur [—1, 1], continue.
Elle est paire, donc on peut restreindre son étude a l'intervalle [0, 1].
Elle est dérivable sur |—1,0[U]0, 1], de dérivée :
—1

Ve e|-1,0[U]0,1[  f'(x) ZQHW Yy

En particulier :
—2 y = fz)

V1—a?

Comme 0, 1 est un intervalle, et comme la fonction

f est continue sur [0, 1] alors il existe un réel K tel
que :

Veelo, 1]  fl(z) =

Vo € [0, 1] f(z) = 2arccosz + K.

En calculant les valeurs en 0 on obtient K = 0, donc
f = 2arccos sur [0, 1], et par parité on peut compléter
le tracé de la courbe de f.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Fonctions usuelles

c. La fonction f est définie sur R, impaire, dérivable de dérivée :

1

Elle est strictement croissante, de limites § en 400 et —F en —oo.
On calcule f(0) =0et f/(0) =1

[S1E N

NIE

d. La fonction f est définie sur R, dérivable, de dérivée :

2e”

- 14 e2

VeeR  f(x) cos (2 arctan e”)

On démontre que f est croissante sur R_ et décroissante sur R..

Elle tend vers 0 en +oo. On calcule f(0) =1 et f/(0) =0.

On peut démontrer que pour tout # € R :  f(x) = -

chz

Y

y = f(z)

e. On démontre que la fonction f est définie sur R, continue, dérivable sur R*, de dérivée :

0 siz <0
Vo € R* "(r) = —(1 +sgn(x)) = 2
fa) = g=Osa@) =1 2
chzx
Ainsi f est constante que R_.
Y
71'4 77777777777777777777777
y = f(z)
0 x
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Fonctions usuelles

f. On démontre que :

vreR, 0<-YT <1
r+1

Ainsi f est définie sur R,. Elle est dérivable sur R de dérivée :

1—2z

fw) = 2 +1)Vovaei +o+1

Ainsi f est croissante sur [0, 1] et décroissante sur [1, +o0l.

Vr e RY

En utilisant 1’équivalence arcsin u (F) u on démontre que f n’est pas dérivable en 0, et

qu’elle admet une demi-tangente verticale en ce point.
On calcule f(0) =0, f(1) = % et EIJP f(z) =0.

y
y = f(z)

S

g. La fonction f est définie sur R\ {—1}, dérivable, de dérivée :

1

Vre R\ {-1} fl(w):m

Comme |—o00, —1[ et |—1,4o00[ sont des intervalles alors il existe deux constantes K

et Ky telles que :
Vo €]—oo,—1]  f(z) =arctanz + K,

Ve e]-1,+o0[  f(z) =arctanz + K>
Comme f(0) = —7 alors Ky = —7.
Comme lim f(z) =% alors K; = 2.

On obtient donc :

{ (arctanz) + 3 siz < —1

Vee R\{-1}  f(z) = .

(arctanz) — 7 siz > -1
Y

y=f(z) N :
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Avec la courbe de 'arc-tangente :

y = f(x)

Démontrer que pour tout z € |—1,1] :

)

Peut-on exprimer de fagon aussi simple arccosz en fonction d’un arc-tangente ?

arcsin x = arctan (

Méthode 1. Soit f:]-1,1] — R

T +—— arctan (\/1%7)

En dérivant cette fonction, puis en utilisant le fait que |—1, 1[ est un intervalle, on montre
que f(z) = arcsin .
Méthode 2. On calcule :

Vo e]-1,1] tan(arcsinx) = ~ Y _tan (arctan 1xz>
-z

V1—a?

Comme arcsin x et arctan Vi appartiennent a l'intervalle ]—g, 5 [ et la fonction tan est

injective sur cet intervalle alors on obtient 1’égalité voulue.

7%_“52 est définie

Tout ceci n’est pas aussi simple pour 'arc-cosinus, car la fonction x
sur [—1,0[ U0, 1], qui n’est pas un intervalle.

On peut démontrer que :

Ve [-1,0[U]0. 1] arctan Y12 si z €]0,1]
r e |—1, , arccosr =
™+ arctan Y2 si g€ [—1,0]

Pour ceci on peut utiliser la méthode 1, ou sinon partir de la relation pour I’arc-sinus et
utiliser les propriétés :

Vo € [—1,1] arccos r = 4 — arcsinx

siz >0
six < 0.

Vr € R* arctan r + arctani = {

ISIEINIE]
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Pour tout = € [1, + oo et n € IN* on pose :

r—1

— arctan

A(x) = arctan
T+ z

a. Démontrer que pour tout = € [1, + oo, A(x) appartient & }—g, g[
b. Simplifier A(z) en calculant sa tangente.
c. Calculer S,,.

_n_

On obtient  A(x) = arctan s3;  puis par télescopage : S, = arctan .
20 & n+1

On note :

f(z) =In (tan (; arcsin <Chl$>>)

a. Démontrer que f est définie sur R.
b. Simplifier 'expression de f(z).

Indication : calculer 1;(;170;929-
On obtient =22 — tan# puis pour tout z € R :  f(z) = —|z|.
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On définit les fonctions :

f1 = arcsin o sin fo = arccos o cos f3 = arctan o tan

a. Déterminer I’ensemble de définition et une période de f3, puis tracer sa courbe.

b. Déterminer ’ensemble de définition, une période et la parité de f5, puis tracer sa
courbe.

c. Déterminer I'ensemble de définition et une période de fi, calculer fi(m — x), puis
tracer sa courbe.

d. Démontrer que pour tout x dans I’ensemble de définition de f5 :

pr=eof2

a. La fonction f3 est définie sur P, = R\ {g + km ‘ ke Z}.
Elle est m-périodique.

Par définition de I'arc-tangente :

m™ T

Vxe}—z,Q{ fs(z) = x.

On construit sa courbe représentative grace a la périodicité.

S SN S S
S A A AT

b. La fonction f, est définie sur R.

Elle est 27-périodique et paire.

On peut donc restreindre son étude a Uintervalle [—, 7|, puis a U'intervalle [0, 7].

Or, par définition de ’arc-cosinus :
Vo € [0, 7] fo(z) = .
On construit sa courbe représentative grace a la parité et la périodicité.

ﬂ'AV

y = fo(x)
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c. La fonction f; est définie sur R.

Elle est 27-périodique.

On peut restreindre son étude a l'intervalle [—, 7|, mais on le restreint plutdt a 'in-

27 2
Par définition de ’arc-sinus :

tervalle [—E 3—”}

Vr €

Pour tout z € R :

”W]
272

fi(z) = x.

fi(m — x) = arcsinsin(r — x) = arcsinsinx = fi(z).

Si welf i

Ceci montre que :
T

Vre | X
T

alors m™—ux € [—g,

"2

g}, donc  fi(m—xz)=m—=z.

37?} filz) =7 — .

On peut donc construire la courbe représentative de fi.

SN N

g*
/\q

d. L’ensemble de définition de f3 est :

@tan—]R\{;rJrkw‘ kezh=U |bn-

SRR

T T
Ny——
2’ ”+2[

keZ

Soit & € Dian . Alors il existe k € Z tel que z € }lm — 5, kT + %{ :

™ ™
km— =< k —
™ 5 T < 7T+2

Ceci donne :
k

1
<£+—<k+1
T 2

En conséquence, comme k est entier :

k_f+1J.

™

De plus I'encadrement (1) montre que :

T T
—§<m—k:7r<—

On sait que :

V[EG}

2

3y Hl)=w

- o
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Comme z — k7 € }—g, g{ alors :

La fonction f3 est m-périodique donc :

fs(x) =2 — k.

L’expression (2) de k donne :

a5+ 3.

Il s’agit de I’égalité demandée, et elle est valable pour tout x dans I’ensemble de défi-
nition de f3.

Pour tout réel = on note [z] le plus petit entier supérieur ou égal a x, appelé
plafond de x.

Démontrer que pour tout z € R: [z] = —|—z]

Soit x € R. Par définition du plafond :
VneZ n=[r] <= n-1l<z<n
Par équivalence :
n—1l<z<n <= —n<—ar<-n+1l
Comme —n est entier alors :
—n<—r<-n+l = -n = |—x] = n=—|—z

On a démontré :
VneZ n=[z] <= n=-—|-x

Ceci signifie exactement que [z] = —|—z].
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Démontrer que pour tout z € R et m € IN* :
m|x] < |mx] <m|z]+m—1
En déduire que :

Le premier résultat peut étre démontré par récurrence, ou de la maniere suivante.

Soit € R et m € IN*. Par définition de la partie entiere :
mz — 1 < |mx] < mx
Mais de plus, comme |z]| <z < |z]| + 1 alors :
m|z] <mz <m(lz] +1)=ml|z]+m
On en déduit par transitivité :
m|x] < |mz] +1 et |mz| <m|x] +m

Donc
mlx] — 1< |mx] <m|z]+m

Comme tous ces termes sont entiers alors :
m|x] < |mx] <m|z]+m—1

Il s’agit du résultat attendu.

Comme m > 0 alors il implique :

o) <8 - L
Puis :
lz] < Lma] <lz]+1
Comme |z est entier alors :
)~
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Résoudre sur R les équations suivantes.

a. [3z] =245 b. |2z] = |z + 4] c. [&=h] =2 d. |#%] = |z)* + 3

So=1{54} =53] S =[-7,-5] o= U [Vn?+3,Vn?+14]

n=2
Pour la derniére :

Siz € [n,n+ 1] alors |22] € {n,...,n>+ 2n} alors que |z|* 4+ 3 = n®+ 3, ce qui permet
de montrer que n > %, donc n > 2.

Puis :
{x2J2n2+3 <= n?+3<2?<n?+4

— n?+3<r<vn?t+4.
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