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TD 15 : |Suites et Séries de Fonctions

Exercice (x) 1 (ENSEA)

n?x?

T 1+
a) Etude de la convergence simple et uniforme sur I de la suite de fonctions (fy).
b) Méme question pour la suite de fonctions (f).

Pourn € N* et x € I =[0,1], on pose fn(z)

Exercice (xx) 1 (Ezemple de Cantor)

_ 2nzx

~ 1+ n2z2

a) Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur R .

b) Prouver que la convergence n’est pas uniforme mais qu’elle le devient sur tout intervalle du type [a, +0o0],
ot a > 0.

Pour tout entier naturel n et tout réel positif x, on définit f,(x)

Exercice (x) 2 (CCINP PSI)

> gin(nt
Pour tout n € N*, on pose I, = / (nt)
0

1+ nts

a) Valider Uexistence de I,, pour tout n € N*.

* s sin(n~1/3z)
pl/3>\" %)

J,
b) On fize n € N*, vérifier que I, = nT%’ ot Jp :/0 2 dx.
¢) Etablir que la suite (J,) converge vers K = / lf sdx. En déduire la limite de la suite (I,).
0 a7
1
d) A Uaide d’un changement de variable, prouver que K = ——dx.
o 143

4
e) Prouver que 2K = il

3v3

f) En déduire un équivalent de I, si n — oo.

Exercice (xx) 2 (IMT et CVD?)

[e%) n in(t
Déterminer la limite de la suite (I, = / fu(t)dt) siz i) fa(t) nsin(t/n)
0

=1 et it) fn(t) = 010

Exercice (x*x) 1 (Mines)

On se donne une suite (f,) de fonctions croissantes, continues sur [0,1] et convergeant simplement sur cet
intervalle vers une fonction f qui y est continue.

a) Prouver que f est croissante sur [0, 1].

b) Etablir que la suite (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1](Ding).

Exercice (xxxx) 1 (X)

Soient f € C°([0,1],R) et, pour tout n et tout x € [0,1], Py(z) = Z (Z)f(:z)xk(l .
k=0

On admet que la suite de fonctions (P,) converge uniformément vers f sur [0, 1].
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit limite uniforme sur [0,1] d’une suite de
polynomes a coefficients entiers.




Exercice (x) 3 (Ezemple de Pringsheim)
o0
Soit f : x — 2* Z(l S

n=1
a) Domaine de définition ?

b) Exprimer f. Continuité de cette fonction?
¢) Y-a-t-il convergence uniforme sur [—1,1]?

1
(n+xz)?
1) Montrer que la série de fonctions Zun converge simplement sur R .
On note U la somme de cette série de fonctions.
2) Vérifier que U est de C' sur Ry en précisant sa dérivée.
3) U posséde -t-elle une limite finie en +00?. La déterminer en utilisant le théoréme de la double limite.
4) Par comparaison série - intégrale, déterminer un équivalent de U en +o0.

Exercice (x) 4 Pour x >0 et n € N*, on pose u,(z) =

Exercice (xx) 3 (Formule de Leibniz)
Pour xz € I = [0,1], on pose u,(x) = (—1)"z*".
a) Prouver que Z up, converge normalement sur tout segment de J = [0, 1].
>0
= o0 (_1)71:1;271,—1—1
b) En déduire que arctan(z) = Z —_—
= 2n+1

¢) En utilisant un théoréme adapté, prouver que l’égalité précédente est vraie pour x = +1.

pour tout x €] — 1,1].

Exercice (xx*) 2 (X 2021)
On note D le disque unité ouvert de C et on se donne 0 < r < let 0 un réel.

S 0 r — cos(f
) Ve g ) / z—cos(0)
n=1 0

n 22 — 2xcos(f) + 1
(e.9] Zn
b) En déduire que, pour z € D, on a : In|l — z| = —Re( E —).
n
n=1

[NIE]

¢) Ezprimer alors sous forme de somme de série l'intégrale : / In(1 + re')de.

[NIE]

On pose I = /027r In (max{]eie — 1), e + 1]}) do.

, o (=DF
d) Montrer que : I = 4’§)m.




