PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Révisions
CORRIGE

Exercice 1.

1. (a) Soitz € R. f,(x) est défini lorsque In(z) I’est, donc D = R*..
On a directement : f,,(x) = +o0. Et par croissances comparées, f,(x) — 0.
T—>+00 Tr—r

(b) La fonction f,, est le produit de x — x par z — In x (n fois), usuellement dérivables sur R” , donc f,,
est dérivable sur R, . On a :

Ve e R:, fi(x) = (In(z)" +z x n(ln(z))" "' x é = (In(z))" *(In(x) + n).
(c) Latangente en e a la courbe de f,, a pour équation :
y=file)z—e)+ fule) =(n+1)(z—e)+e= (n+ 1)z — ne.
2. (a) Soitz € D.Comme x # 0,ona:
fi(x) = folx) & zln(z) = zln(z)? < In(z) =0ou In(z) =1 < 2 = 1oue.
Les courbes de f; et de f5 se rencontrent donc deux fois, en 1 et en e. Comme f; et f; sont continues,

les positions relatives des courbes restent inchangées entre ces points.

e Sur]0,1[: fi(x) < Oet fo(x) > 0, donc la courbe de f; est en-dessous de celle de f,

e Sur]l,e[: onaparexemple f1(2) = 2In2 > f5(2) = 2In*(2) puisque In 2 < 1, donc la courbe de
f1 est au-dessus de celle de f5,

e Sur |e, +oof : par croissances comparées, la courbe de f; est en-dessous de celle de fs.
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(b) Ona:Vr e R, fi(z) =In(z)+1>0< x> —, d ol le tableau :
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De méme : Vz € R}, fi(z) = In(z) (In(z) +2) > 0 2 < — ouz > 1, d’ou le tableau :
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r> L si n est impair,

: ; RY, fl(z) = nt B
3. Ona:Vz e R, f(z) = (In(z))"" (In(z) +n) > O@{ t< 2 ouz>1 sinestpar.

On en déduit, si n est impair :
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4. Cf le graphe.



Exercice 2.
1. Soit (z,y) € R?:

. r+y = 4
& 0=(z-2)(z—y) =2"—4z+4=(2—2)?
z=x ouy
z2=2

done £ ({(4,4)}) = {(2,2)}-

De méme :

Ty = Z=x ou y
or ce trindme a pour discriminant A =1 —4 = —3 < 0, donc f~ ({(1,1)}) = 0, et :
flz,y) =(0,-4) & tty =0 & FP-d4=02=42 & (1,y) = £(2,-2)
’ ’ ry = —4 2=z ou Y zy<0 ’ ’ ’
donc fil <{(07 _4)}) = {(27 _2>7 (_27 2)}
2. Comme (0, —4) a deux antécédents, f n’est pas injective.
Comme (1, 1) n’a pas d’antécédent, f n’est pas surjective.
3. Soient (a,b), (x,y) € R*. En notant 2 nouveau z = v ouy : f(v,y) = (a,b) & 2> —az + b= 0.

Ce trindme a pour discriminant A = a® — 4b; et (a,b) admet un antécédent par f si et seulement si ce
trindbme a des racines réelles, c¢’est-a-dire A > 0.

4. Notons V, = {(z,y) € R* |z = a} et H, = {(z,y) € R* | y = b}. Soit (z,y) € R*:
o (z,y)e f Y V) e r+y=a<y=a—z,donc f(V,) est la droite d’équation yy = a — .

b
e (v,y) € f'(Hy) & ay = b .<:;0y: —et0xy =b<« b =20;o0or,danslecas b = 0:
si T

b
ry=b< x=0o0uy = 0.Donc:sib #0, f*(H,) est 'hyperbole d’équation y = = etsib =0,

f~(Hy) est la réunion des axes d’équation z = O et yy = 0.




Exercice 3.

1.

. Ona: f=arctanouavecu : x +— va —1,donc: Vo € Dj, f'(x) =

Soit z € R. Le nombre f(z) est défini lorsque x — 1 > 0, donc la fonction f est définie sur Dy = [1, +-00]
et continue sur cet intervalle car composée de fonctions usuellement continues. Elle est dérivable lorsque
x — 1> 0, donc sur Dy = ]1, 4-00[.

2vVe —1 c

4(z — 1) < 2%, c’est-a-dire (z — 2)? > 0. Donc la fonction g est définie sur D, = [1, +oo| et continue sur
cet intervalle comme composée de fonctions usuellement continues. Elle est dérivable lorsque z — 1 > 0 et
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Soit € R. Le nombre g(z) est défini lorsque z # 0, z — 1 > 0, et [—1, 1], c’est-a-dire

€] —1,1[, c’est-a-dire 2 # 2, donc sur Dy, = |1,2[ U ]2, 4+-00].
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Finalement : Vo € D', f'(z) =

De méme : g = arcsinov avec v : x +— 2 ,donc :Vx € D, ¢'(z) = ——=—=, avec v'(z) =

2—x B 1 2—x
2/x — 1 Coavr—12—z|

Les deux fonctions ont la méme dérivée sur |1, 2[, donc, comme elles sont continues en 1 et en 2, elles
different sur [1, 2] d’une constante égale a f(1) — g(1) = 0 — 0 = 0. Donc f et g sont égales sur [1, 2].

. Finalement : Vo € D), ¢'(z)
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Exercice 4.

1.

Soit (a,b) € (N*)>. Ona: (a,b) € f~' ({d} x N*) & a A b = d, et, par définition du PGCD, a A b = d si
et seulement s’il existe a’, ' € N* premiers entre eux tels que a = da’ et b = db'.

. Soit (a,b) € (N*)*>.Ona:

(a,b) € F71({(15,180)}) & (a Ab= 15eta Vb= 180).

Or, d’apres 1 : (a A b = 15) si et seulement s’il existe a’, b’ € N* premiers entre eux tels que a = 154’ et
b= 15b'". Alors :

(a,b) € 71 ({(15,180)}) < (a' AW =1et15a't’ = 180)
& (AN =1letd xV =12)
e (d,V)=(1,12), (3,4), (4,3), (12,1)
& (a,b) = (15,180), (45,60), (60,45), (180,15).

Finalement : £~ ({(15,180)}) = {(15, 180), (45,60), (60,45), (180,15)}.

. D’apres la question précédente, (15, 180) a 4 antécédents par f, donc f n’est pas injective.

Par ailleurs : ¥(a,b) € (N*)?, a Ab < a Vb, donc, par exemple, (3,2) n’a pas d’antécédent par f. Donc f
n’est pas surjective.

4. (a) Supposons que (d, m) admette un antécédent par f dans A, notons (a, b) un tel antécédent. Alors, avec

les notations de la question 1 : da’b’ = m, donc d divise m.

(b) Soit (a,b) € A. Avec les notations de la question 1 :

(a,0) € f1({(d,m)}) & (aAb=detaVb=m)
& (d ANV =1etddt =m)
& (A =1etdt =q).
Si g est premier, alors :

(a' ANV =1etdV =q) < (d, V) =(1,9) & (a,b) = (d,m),

c’est-a-dire que (d, m) est le seul antécédent de (d, m) par f dans A.
Si ¢ n’est pas premier, notons ¢ = q1qz avec 2 < ¢; < qo < ¢ — 1, alors :

(@ AV =Tetdt =q) < ((d, V) = (1,q) ou (q1,2)) < ((a,b) = (d,m) ou (dg1, dgn)) ,

c’est-a-dire que (d, m) et (dqy, dgo) sont deux antécédents distincts de (d, m) par f.
Donc (d, m) admet un seul antécédent par f dans A si et seulement si g est premier.

5. D’apres la question 4, en notant P I’ensemble des nombres premiers :

A'= B ={(d,m) € (N*)*| 3¢ € P, m = qd} conviennent.
Entre ces ensembles, I’application f est I’application identité.



