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_Feulille d’exercices 6
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 2. | .
(b) Notons B = ) }—1——,1+—[.
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neN*
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Pour tout n € N*, [—1,1] C ]—1 ——,1+= [ ,donc [—1,1] C B.
n n

Réciproquement, soit z € B, montrons que = € [—1,1]. Supposons par I’absurde que || > 1,

o 1 : .
alors il existe N € N* tel que |z| > 1 + N tout entier N > convient. Donc = ¢

] =1
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}—1 — N 1+ N[ , donc x ¢ B, ce qui est absurde. Donc |z| < 1, donc z € [—1,1], et donc
B c[-1,1].

Donc B = [—1,1].

Exercice 3.

(d) Si B =C,alorsdirectement: AUB=AUCetANB=ANC.

Réciproquement, supposons AUB =AUCet ANB =ANC. Soitz € B, montrons que x € C.
Commezx € B,z € AUB,doncz € AUC,doncz € Coux € A. Dans ce secondcas,z € ANB,
donc z € ANC,donc z € C. Dans tous les cas, z € C. Donc B C C.

De la méme facon (le probleme étant symétrique), C' C B, donc B = C.

Donc (AUB=AUC, AnB=ANC)< (B=C).

(e) Soitx € E. Alorsz € (A\ B)U(A\C)sietseulementsi(x € Aetx ¢ Boux ¢ C), c’est-a-dire,
d’apres les lois de De Morgan, que (x € Aetz ¢ BN C); c’est-a-direque z € A\ (BN C). Donc
(A\B)U(A\C)=A\(BNnO).

(f) On utilise I’identité : A\ B= AN B :

(A\B)\(A\C) = (ANB)NANC = (ANB)N(AUC) = ANBNC = ANCNB = (ANC)\ B.

Exercice 4.
(a) e Supposons que £ C F, montrons que P(E) C P(F).
Soit A € P(E), c’est-a-dire A C E. Alors, comme F C ', A C F,donc A € P(F). Donc
P(E) C P(F).
e Réciproquement, supposons que P(E) C P(F'), montrons que F C F.
Soit x € E, alors {z} € P(E), donc, comme P(E) C P(F'), {z} € P(F). Donc z € F. Donc
ECF.
Donc E C F < P(E) C P(F).

(b) Soit AC E:

AeP(ENF)& ACENF < (ACFEetACF)& (AeP(E)etAeP(F)) < (A€ P(E)NP(F)),
donc P(ENF)=P(E)NP(F).



(c) Non: Avec £ = {1,2}, F ={3,4}et A={1,3} : Ac P(EUF) mais A ¢ P(E)UP(F).
Plus généralement : on a toujours P(E) UP(F) C P(EUF), mais I'inclusion réciproque est fausse
en général.

Exercice 5.

(@) SiA¢ B,alors: VX C E,XUA ¢ B, donc S = 0.
SiACB,soit X C E: XUAC Bsietseulementsi B\ AC X.
Donc S={X € F|B\AC X C B}.

(b) SiB ¢ A,alors: VX C E, B¢ XN A,donc S = (.
SiBC A,s0it X CE:XNA=Bsietseulementsi BC X C AU B.
Donc S ={X € E|BC X CAUB}.

Exercice 6.

(a) On adirectement : AAB = (A\ B)U(B\ A) = (B\A)U(A\ B) = BAA.

(b) Ona: AAD = (A\D)U D\ A) =AUD=A.

(c) Ona: AAA=(A\A)UA\NA) =0UD=0.

(d) Ona:

AAB = (A\B)U(B\A) = (ANB)U(BNA)

(e) Ona: AN(BAC)=ANn((BNC)U(CNB))=(An(BNC)) U (4
ou: AN(BNC)=(ANB)NC =(ANB)N(AUC)=(ANB)NAN
etdeméme: AN(CNB)=(ANC)\ (AN B).

Donc: AN(BAC) = ((ANB)\(ANC)U(ANC)\(ANB))=(ANB)A(ANC).
(f) On raisonne par double implication :
e Supposons que B = C. Alors, directement : AAB = AAC.
e Réciproquement, supposons que AAB = AAC. Montrons que B = C.
Soit x € B. Montrons que x € C.
Commezr € B,x € B\ Aouzx € ANB.
e Siz € B\ A, alors x € AAB. Donc, comme AAB = AAC, x € AAC. Donc, comme
x¢ A,x e C\ A.Doncz e C.
e Siz € AN B, alors x ¢ AAB. Donc, comme AAB = AAC, © ¢ AAC. Donc, comme
ze€A,xre AnC.Doncz € C.
Donc z € C.
Donc B C C'. Par symétrie des hypotheses, on a également C' C B.
Donc B = C.
Donc AAB = AAC < B =C.

Exercice 9.
Comme i(1,0) = i(1,1) = (1,0), ¢ n’est pas injective.
Soit (a,b) € R?, alors (a,b) a pour antécédent par i le couple (a, c) oli ¢ est un antécédent de b par la
fonction y — ay — y* (surjective de R dans R car polynomiale de degré impair). Donc i est surjective.

Exercice 11. Soient A, B C E. On a toujours : f(ANB) C f(A)N f(B) (car f(ANB) C f(A) et
(AN B) C f(B)).

Supposons f injective. Soient A, B C E. Soity € f(A) N f(B). Alors il existe a € A tel que y = f(a)
etb € Btelquey = f(b). Comme f est injective, a = b, donc a € AN B, donc y € f(AN B). Donc
f(ANf(B) C f(ANB),donc f(AN B) = f(A) N f(B).

Réciproquement, supposons que : VA, B € P(E), f(AN B) = f(A)N f(B). Soient z,y € F tels que



f(@) = f(y). Six # y, alors {x} N{y} = 0. donc f({z} N {y}) = f(0) =0 # f({z}) N f{y}) =

{f(z)}, ce qui est absurde. Donc x = y. Donc f est injective.

Exercice 12. Supposons qu’il existe f : £ — F injective. Alors toute application g : /' — E vérifiant,
pour tout y € f(E), g(y) = x ot z est I'unique antécédent de y par f, est surjective.

Inversement, supposons qu’il existe g : F' — FE surjective. Alors toute application f : £ — F' définie
par:Vx € E, f(z) =y ou y est un antécédent de x par g, est injective.

Exercice 13.

(a) Supposons par exemple f injective. Soient 21, xo € E'tels que h(x1) = h(xs). Alors (f(x1), g(z1)) =
(f(x2), g(z2)) donc en particulier f(z1) = f(x2) donc, comme f est injective, x1 = 5. Donc h est
injective.

(b) Non en général. Par exemple si £ = F' = G = {0,1} et f = g = Idg, alors A(0) = (0,0) et
h(1) = (1,1),donc (0,1) € F' x G n’a pas d’antécédent par h. Donc h n’est pas surjective.



