PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE POUR LE 15 DECEMBRE 2025
Devoir a la maison n° 5

Exercice 1.
1. Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b|.

b
(a) Déterminer le discriminant A du polyndme P(\) = / (f +A\g)>.

(b) Justifier que : VA € R, P(A) > 0. Que peut-on en conclure sur le signe de A?

(c) En déduire I’inégalité suivante, dite de Cauchy-Schwarz :

(L) <([A) (L)

A quelle condition y a-t-il égalité ?
2. Application : Soit & : [0,1] — R une fonction de classe C" telle que h(0) = h(1) = O et telle que

1
/ h(z)*dr = 1.
0
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(a) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que / zh(x)h (x)dz = —5
0

1 1
(b) A T’aide de la question 1., montrer que </ h’(x)Qd:c) (/ x2h(x)2dx> >
0 0

us
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Exercice 2. Pour tout n € N, on pose : I, = / (sin(x))" dx.
0
1. Calculer I, I; et I5.

2. Justifier que la suite (1,,),cy est positive et décroissante. En déduire qu’elle converge.

3. Soit n € N. Par intégration par parties, montrer que : I, 1o = (n + 1)(, — L,42).
En déduire 7,, 5 en fonction de [,,.

4. Déduire des questions précédentes la limite de la suite ( 7}“) .
n neN



