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Devoir surveillé n° 4
CORRIGE

Exercice 1.

1. La fonction cotan est le quotient de la fonction cos par la fonction sin, qui sont toutes deux usuellement
de classe C" sur ]0, 7[. De plus, sin ne s’annule pas sur |0, [, donc cotan est de classe C" sur |0, 7[.
cos’ sin — cos sin’ sin? + cos?

Ona: cotan’ = — S — — —1 — cotan?.
Sin Sin
2. (a) Comme f(0) = 0: ¥z €]0,1], (f(2))’ cotan(rz) = L Ef) Ve (“2 - g 0 Sin?ix) x cos(rz),

donc, comme f, sin et cos sont de classe C" sur [0, 1] :

(f(x))? cotan(mz) — . X 57 (0) = 0.
De méme : Yz € )0, 1], (f(z))® cotan(rz) = /() X f(x) = /(L) ) —— e T cos(mz),
one - 7r r—1 sin(mx) — sin(m)

(F(@)? cotan(ra) — TDIW) n({:) o,

(b) Comme les fonctions f? et 2 ~— cotan(7x) sont C* sur ]O 1], on a, par intégration par parties :

I= [f(;C)Qcotan (rx } / f (1 + cotan(mz)?) dx,

d’ou, d’apres les limites ci-dessus : 2] = 7r/ (f(z))? (1+ (COt&n(?T:E))Q) dx.
0

3. (a) Ona:Vz €]0,1, (f'(z) — 7f(z)cotan(xz))* > 0, donc, par positivité de Iintégrale : J > 0.
(b) On a, en développant J :

J = /0 (f(x))? dx —2n] + 7T2/0 (f(x))? (cotan(rz))? da
= /0 (f(x))* dz — 7r2/0 (f(x))? (1+ (cotan(wm))Q) dx + 7T2/0 (f(x))? (cotan(rz))® da
- [ wwra-—s [ ) e

1 1
1
Comme J > 0, on trouve bien I’inégalité voulue : / (f(z))?dx < - / (f(z)) dz
0 ™ Jo
4. (a) L’équation considérée est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, homogene, de coefficient
meos(mx)  u'(x)

a:x+— 7 cotan(mzr) = en posant u : x — sin(mz). Une primitive de a sur

sin(rz)  u(x
10,1[ est donc A : x +— In |sin(7z)| = In (sin(7zx)). Lensemble des solutions de 1I’équation est
donc :
S ={y:xw— Asin(mz) | X € R}.
(b) Iy aégalité de Poincaré lorsque J = 0, c’est-a-dire, par définie positivité de I’intégrale, lorsque
f est solution de I’équation ci-dessus ; ¢’est-a-dire, comme ces solutions vérifient toutes les hy-
potheses sur f, qu’il y a égalité lorsque f : x — Asin(rz), A € R.



Exercice 2.
On applique la méthode du pivot :

r + y — z =1 r + y - z =1
r + 2y + az = 2 = y + (a+1)z =1
2 + ay + 2z = 3 Ly < Lo — Ly, (a—2)y + 4z =1
Ly + L3—2I,
r + y — z = 1
= y + (a+1)z = 1
Ly « Lz—(a—2)Ly B—a)2+a)z = 3—a
r —+ Yy = 1+2+—a
S = y =
sia# —2eta#3 : - ﬁ
L a
Ls < oot
LQ <— LQ—(G+1)L3,
Ly « Li+Ls
x = 1
= .
Ly <« Li—1L, z = Tra
donc, si a # —2 et a # 3, le systeme est de Cramer et a pour unique solution :
1 1
S=<¢(1,—— :
{( ’2+a’2+a)}
Sia = —2: alors, dans (*), la troisiéme ligne est une condition de compatibilité non vérifiée, donc S = ().

Si a = 3 : alors la condition de compatibilité est vérifiée, et :

(%) x — 5z =0
Li<L1—Lo y + 4z = 1"

donc le systéme admet 2 pivots et 1 paramétre. L ensemble de ses solutions est la droite de R :

S={(5z,1—-4z,2) | z€ R} = (0,1,0) + R(5, —4,1).



Exercice 3.
1. Soit f une fonction vérifiant 1’égalité indiquée. La fonction f’ est alors composée de fonctions dé-
1 1 1
rivables, donc dérivable et : Vo € R}, f"(z) = —— f' (—) = —— f(z), donc f est solution de
x x x
I’équation
(E) : 2*f"+ f=0.
2. La fonction z est deux fois dérivable sur R et :
Vt € R, 2/(t) = e f'(e"), puis 2"(t) = e’ f'(e") + e* f"(e"), donc :

VtER, 2"(t) — (1) + 2(t) = 2" f"(x) + f(2) =
3. C’est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants, homogene, d’équa-

1+iv/3
2

tion caractéristique 7> — r + 1 = 0, de racines r 12 =

. Elle a donc pour solutions :

{z s el ()\cos (?t) + psin (?Q) | (A, ) € RQ};

donc I’équation () a pour solutions (en remplagant ¢t = In x) :

{f:xl—>\/5<)\cos (?lnx)—i—,usin(—lnx)) | (A, 1) €R2}

4. Soit f une fonction de la forme ci-dessus. Alors : Vo € R,

f'(x) = 2\/_ (Acos (ﬁlnx) + psin <—1H$>>
_|_\/__£ <—)\sin (?hlm) + pcos <?1H9€)>

_ A+VEr 1 (ﬁlnx>—|—'u_\/§)\i .n<\/§ >
2

—1
5 \/_ 5 \/581 5 nz

1 1
et f (—) = — </\ cos (— In Z‘) — jsin (— In x) ) , donc f vérifie I’équation de départ si et
x NI

seulement si :

A 3 1 3
" _2\/§>\ , c’est-a-dire %/3 2 , Cest-a-dire A = v/3p.

L’ensemble des solutions de 1’égalité de départ est donc :

{f:x'—>u\/§ (\/gcos (?hll‘) + sin (?hm)) \MER}



Probleme.

L

II.

I1I.

1.

Comme det P =1 x2—1x1 =1 # 0, la matrice P est inversible. D’apres la formule du

2 -1
. p-1 _
cours : P~ = (_1 1 ) .

. OnaAP = (1 3>,d’of1 PlAP = (1 O) = D.

16 0 3

. D’apres la question précédente, A = PDP~!, donc par une récurrence immédiate :

w_ppep-t_ (L LY (L 0N (2 -1\ _( 2-3" 143"

(-1 2 Up\ [ —Up+ 20, \
. Pour tout n dans N, AX,, = (_4 5) ("Un) = (_4Un " 5Un> = X,y1-

. D’apres la question précédente, par récurrence immédiate, on a :

vneN, X, = A"X,

B 23" 14 3n o

- 2—2x3" —142x3" Vg

o ( (2 — 3”)160 + (—1 + 3")?]0

= ( ,

2 — 2 % 3M)ug + (=1 +2 x 3")vg

Up = 3”’(?)0 — UQ> + QUO — Vg

c’est-a-dire : Vn € N, { Ue = 2% 3"(vo — ug) + 2up — Vo

. Comme la suite (3") est croissante et tend vers +00 :

e sivy — up > 0, alors (u,) et (v,) sont croissantes et tendent vers +oo,
e sivy — up < 0, alors (u,) et (v,) sont décroissantes et tendent vers —oo,

e sivy — up = 0, alors (u,,) et (v,) sont constantes égales a 2uy — vy = uo.

. OnaY’' = AY = PDP'Y d’apres les questions précédentes, d’ott ' = P~'Y' = DP™'Y =

PF.

0 3
f'=fetg =3g.

g 39

. Comme DF = (1 O) (f ) = (f ), les fonctions f et g vérifient les équations respectives

. Les solutions des équations ci-dessus sont classiquement les f : 2 — \e® et g : & — pue>® pour

(A, ) € R®. Onaalors: Y = PF = G ;) (g) = <J}f—|_—'—2gg)’ C’est-a-dire y = f + g et
z = f+ 2g, donc :

- y:x — e 4 pue® 9
S_{{z:x e 4 2ue’” H)\’M)ER}'



