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Devoir surveillé n° 5

CORRIGE
Exercice 1.
-2 0 -2
l.OnaA=| 1 0 1 |,douA?= —Apuis A> = A. On adonc, par récurrence : Vn € N*, A" =
1 0 1

(_1)n+1 A.
2. On raisonne par récurrence : 1I’égalité voulue est vraie pour n = 0 et n = 1 par définition. Soit n € N*,
supposons-la vraie jusqu’au rang n. Alors :

M™M= (I3 + 4A) (I3 + upA) = I3 + (up + 4)A + du, A* = I3+ (4 — 3up)A = I3 + up 1 A.

[’ égalité est donc vraie au rang n + 1, donc, par récurrence, est vraie pour tout n € N.

3. La suite (u,,) est une suite arithmético-géométrique, de point fixe k tel que k = 4 — 3k, c’est-a-dire
k = 1. La suite (u,, — 1) est donc géométrique de raison —3, d’ou :

VneN, wu,=(-3)"(up—1)+1=1—(=3)".
Donc:Vn e N, M" =13+ (1 —(—3)") A.
4. On peut utiliser la méthode du pivot, ou directement essayer avec la formule ci-dessus : pour n = —1,
4
[3 + (1 - (—3)n)A = [3 + §A, et:

4 4 1 1
M - (13 + §A> = (I3 +44) (13 + §A> = I3+ 3614 + ;Az = I3 puisque A% = — A4,

4
donc M est inversible et M ' = I3 + §A. La formule est donc valable pour n = —1!



Exercice 2.

1. Soit P € R[X]. Comme X* est scindé, de racine triple 0, P est solution si et seulement si 0 est racine
triple de Q, ¢’est-a-dire si : Vk € [0,2], Q™ (0) = 0.

2. Soit k € N*. On a (P(2X))® = 2*P®)(2X) donc, d’aprés la formule de Leibniz appliquée au
produit P x P :

QW (X) =2"P® (2X) 2Xk:< ) PHEI(X).

7=0

Par conséquent : Q™ (0) = 28 P®(0) — 2 Z ( ) 0)P*=9(0).

3. On a vu que P est solution si et seulement si Q(0) = Q'(0) = Q"(0) = 0. Or, d’apres la question
précédente :
Q) = P(0)—2P(0)*+1
2P'(0) — 4P(0)P'(0) ,
Q"(0) = 4P"(0) —4P(0)P"(0) — 4P'(0)?

<
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(e

~—
|

1
donc, si P est solution, alors P(0) est racine du polyndme —2X? + X + 1, donc P(0) = 1 ou —3 Si

1
P(0) = —5 alors d’apres le systeme ci-dessus, P'(0) = P"(0) = 0; etsi P(0) = 1, alors P'(0) =0
etil n’y a pas de contrainte sur P”(0) : P"(0) € R.

4. Remarquons que P = 0 n’est pas solution. Notons alors n € N le degré de P. D’apres la formule de
Taylor :
PO0)

k! ’
donc d’apres la question précédente :
1 1 < P®0 1
e soit P(0) = —get alors P = 5+ k:'( )Xk = X3Q(X) — 5 ol Q; € R[X],
k=3 ’
. —~ PO0) o o N
e soit P(0) = 1,etalors P =1+ Z TX = X°Qo(X) + 1, 00 Q7 € R[X].
k=2 )

Réciproquement, tous les polynomes de cette forme sont solution.



Exercice 3.

1.

Soitn € N. La fonction f,, est polynomiale, donc usuellement dérivable sur R, avec : Vo € R, f/ (x) =
3z% +n > 0 (sauf dans le cas = n = 0). Donc f,, est strictement croissante sur R. Comme de plus
fn est continue sur R, d’apres le théoréeme de la bijection continue, f,, réalise une bijection de R dans

En particulier, la fonction f,, s’annule exactement une fois sur R.

. Soitn € N.Ona f,(—1) = =1 < 0Oet f,(0) = n > 0, donc, comme f est continue, d’apres le

théoréme des valeurs intermédiaires, u,, € [—1,0].

. Soitn € N.Ona f,,11(u,) = v + (n+ Du, + (n+1) = fo(u,) + u, + 1 = u, + 1. Donc, comme

Up > =1, for1(un) > 0= fri1(uns1). Donc, comme f, . est croissante, u,, > u,41. Donc (u,) est
décroissante.

. On a montré que la suite (u,) est décroissante et minorée par —1, donc elle converge vers un réel

[ > —1.Deplus:¥n € N, u> = —n(u,+1),doncsil > —1, alors u> —, ~ooce qui est absurde.
n——+oo
Donc [ = —1.
1
Comme on l'adit:Vn € N, n(u, +1) = —u> ~ 1,doncu, +1 ~ —.
n—4o0o n——+oo N

1 1 3 1
. Onsaitdéjaque u, = —-14+—+ o <—>.Doncui:—1+—+ 0 (—),donc:

n n—+o00 \ N n n—+oo \ N
ul 1 3 1
n n n n—4oco \ N

On peut poursuivre de la méme maniére ce développement asymptotique pour montrer que :

Up=—l+-—=S+=—-=+—+ o0
n

n?2 n3 nt nd  n—4oo \ n°

1 3 12 37 147 (1)



Probleme.

L

II.

I1I.

. ) U
1. Par récurrence : on sait que uy > 0. Soit n € N, supposons que u,, > 0. Alors u, 1 = H—”2 >
uTL
0. Donc, par récurrence : Vn € N, u,, > 0.
2. Soitn € N. Comme u,, > 0, 1 + ui > 1, donc u, 11 < u,. La suite (u,) est donc décroissante.

3. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0, donc converge vers [ > 0 d’aprés le théoréme

l
de la limite monotone. Par passage a la limite, ona [ = m, doncl=0o0ul—+{*=1,donc
[=0.
1 2\2 1 2 2 4
I Soitn €N.Onau, = LX) 1 20 tu, o o

2 2 2
2. Comme la suite (u,) est décroissante vers 0, d’aprés la question précédente, la suite (v,,) est

décroissante et converge vers 2.

Soit n € N*.
1. Ona
votuv e+ U, Vot UL U
Wnt =t = n+1 a n
! ! (Vo + V1 + -+ + Vp_1) + —2
= —— | (vo+vi 4+ Uy
n+l n 0 ! ! n+1
- TLUn—(U0+U1+"'+Un71)
n(n+ 1)

= g () =) e (=)

Comme la suite (v,,) est décroissante, ona : Vk € [0,n— 1], v, — v < 0, donc w,, 11 —w, < 0.
Donc la suite (w,,) est décroissante.

2. Onsaitque : Vk € [0,n], vx > 2, donc vg+ - - +v,_1 > 2n, donc w,, > 2. Donc la suite (w,,)
est décroissante et minorée par 2, donc converge vers [ > 2.

3.0na:
Vg + ...+ Vop—1 Vg + -+ Unoa Up + -+ Vop—1
2w2n - wn = 2 — — ,
2n n n
N .. ny,
ol, comme (v,,) est décroissante : Vk € [n,2n — 1], vy < v, donc 2wy, — w, < — = v,.

Donc, par passage a la limite, 2/ — [ < 2, donc [ < 2. Comme on sait également que [ % 2,0na
donc [l = 2.

La suite (v,,) et la "suite de ses moyennes" (w,,) ont donc la méme limite. C’est un fait général,
connu sous le nom de lemme de Cesaro.

IV. Soit n € N*.

1. Par somme télescopique, vo + -+ + V1 = — — —

1 1 1
2. Ona—:wn+—2—>2,doncnui—>—.
nu? 2

n nuO
3.0 e o, 3, donc n( )~ —(n %)t P
.Onau, | —u, = — Uy = — ~ —u>, donc n®(uy11 — uy) ~ —(n3 u;)2. Pour
1 +a2 Tra ~ " n
1 1

3
a=g.ona donc n®(Upy1 — Uy) ~ —(nui)% donc n®*(Upy1 — uy) =& —— =

28 2V2



