PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 10
CORRIGE

Exercice 1.
1. Pour z = y = 0, on obtient f(0) = 2f(0), donc f(0) = 0.
Soit # € R. Pour y = —x, on obtient f(0) = f(z) + f(—x) — 2*, d’ou la formule voulue.

2. Soit z € R. On procede par récurrence : la formule voulue est triviale pour n = 0. Soit n € N,
supposons la formule vraie au rang n. Alors :

f(n+Nz) = f(ne+x)
= f(nx)+ ]{(x) + n1932
= nf(z) — =nz® + =n*2® + f(z) + na?

2 1 2 1 ’
= (n+1)f(x)—%(n+1)x2—|——(n2+2n+1)x2
= (D) =5+ 12"+ S(n+1)%

donc par récurrence :
1 1
V(z,n) e Rx N, f(nx)=nf(z)— §nx2 + §n2x2.
De plus, soit n € N, alors d’apres 1. :
f(=nz) = —f(nz)+n’s?
1
= —nf(x)+ =na® — —n’*2?* + n’z
2 1 1

= (=m)f(@) = 5(=n)e* + 5(-n)a?

2 2

donc finalement :

1 1
V(z,n) € R X Z, f(nx) =nf(x)— inxz + 57121:2.

3. Soit z € Q, notons z = P on (p,q) € Z x N*. La formule précédente appliquée a n = ¢ et x s’écrit :
q

F(0) = af () = 547 + 5%,

et la méme formule appliquée an = petx = 1 s’écrit :

p D
p— 1 —_— —_—
f(p) =pf(1) 5t 5
On a donc : | | . |
p p b 2 2
= — ]_ _— —— e — —_ —
) = gy



. Comme f est continue et que QQ est dense dans R (c’est-a-dire que pour tout réel x, il existe une suite
(x,,) de rationnels convergente vers z), la formule précédente s’étend aux réels :

Ve e R, f(z) = %f—k (f(l) - %) x,

1
d’ou la formule voulue en posant A = f(1) — 5

1
. On a procédé par analyse. Effectuons la synthese : soit A € R, puis f : x — 5:}02 + A\x.
Soit (x,y) € R?, alors :

faty) = %<x+y>2+x<x+y>

1
= §x2+§y2+xy+)\x+)\y
= f(@)+ f(y) + 2y,

donc f est solution du probléme. Par analyse-synthese, on a donc :

1
S:{f:x»—>§x2+)\x|>\€]R}.



Exercice 2.
1. Soit f : x + px? 4+ gz + 7 une fonction polynomiale de degré 2, avec p € R* et ¢, € R. Alors :

f) — fla) _ p(t*—a*)+qb—a)+r(1l—1)

= b .
- —_ pla+b)+q
De plus f est dérivable sur Ret: Vo € R, f'(x) = 2px + ¢. On a donc :
f(b) = f(a) a+b

o =@ e platb)ta=2pctq & o=,
ce qui est le résultat voulu.

2. On a cette fois :

fO)—f@ -1 1
b—a b—a ab’
et f est dérivable sur R} avec: Vz € RY, f'(z) = —%. Donc :
x
f0) = fla) 1 1
JO =) _ - — Vab.
— f'e) & ——=-5 e Vab

3. (a) On a par hypothese :

vcwgbeRM:f/(a_—i_b)‘
b—a 2

Soient x, h € R. Si h = 0, I’égalité voulue est triviale. Sinon, on pose a = zetb =z + h,d’ ol :

fleth) = @) _, (Q:H—h) |

h 2

ce qui est I’égalité voulue.

(b) La fonction f et les fonctions affines étant de classe C'*°, on peut indéfiniment dériver I’égalité
obtenue par /. En dérivant une fois, on obtient :

V(z,h) €R?*  fl(x+h)=f (m+ﬁ> —l—gf" (w%—ﬁ),

2 2
puis :
1 h 1 h h h
" g o = e P r(3) ”
f(x+h) 2f (x+2>+2f (x+2>+4f (x+2)
h h h
= fll($+§>+zf(3) ($+§>,

et enfin :

1 h 1 h h h
(3) — 1B s 23 v D@ i
Pz +h) 2f T+ +4f <x+2)+8f (x+2>

2
3 . h h h
— 270G = Zr@) =
4f T+ 3 +8f (:U+2).

Pour h = 0, on obtient donc : Vz € R, f&)(z) = zf(?’) (z), donc f®(z) = 0.

(c) Comme f® = 0, f” est une fonction constante, donc f’ est une fonction affine, donc f est une

fonction polynomiale de degré 2.

- ) ( . a+b
Avec la réciproque montrée en 1., on a donc montré que les fonctions pour lesquelles ¢ =

sont exactement les fonctions polynomiales de degré 2.



