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'Feuille d’exercices 15
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.
(d Non: f:x— —zetg:xz+— 0siz <0,2xsiz > 0sontdans Fy, mais f + ¢ : z — |z| n’est pas dans
Ey.

(e) Non:A:(1 0

0 0
(f) Non : (1,0) € Eg, mais v/2(1,0) ¢ Eg.

(2) Non:u = (1,2) etv = (2,4) sont dans E7, mais u +v = (3,6) ¢ Er.

(h) Oui : Og~ est bornée ; soient u, v bornées et A\, 4 € R, alors A\u + pv est bornée

) et B = (8 (1)> sont dans F5, mais A + B = [, n’est pas dans Fs.

(1) Oui : Ogn est convergente ; soient u, v convergentes et A, i € R, alors A\u + pv est convergente
(G) Non: (0,0,1) et (1,1,0) sont dans Fo, mais u + v = (1,1,1) ¢ Ejo.
Exercice 2.

(a) Soient A, \y € R tels que A\ju + Ayv = Oz, alors { 20 +X = 0

I\ —5h = 0 donc A\ = Ay = 0. Donc u et v

ne sont pas colinéaires.

(b) On adirectement : u = 2e; + 3eg et v = e; — bes.

1
(c) D’apres les relations précédentes : bu + 3v = 13ey, donc e; = E(E’)u + 3v); et u — 2v = 13ey, donc

= —(u—2v).
e 13(u v)

1
(d) Ona:u=2e; +3ey, v =€, — dey, w = —e; + 4es, donc : 5u + 3v = 13e, donc e; = ﬁ(5u + 3v);
1 1 1
u — 2v = 13eq, donc ey = E(u —20);e3 = Z(el +w) = 5(20u + 12v + 13w).

Exercice 4.

(e) Soit M = (Z 2) € My(R) :

a b 1 0 0 1 00
M€E5<:>a+d—0<:>M—<c _a>—a(0 _1>+b(0 0)—1—0(1 0),

1 0 01 0 0
doncE5—Vect<(0 _1>,<0 0),(1 0))

(f) Eg n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet : v = (1,0) € Eg, v = (0,1) € Eg, mais u + v =
(1,1) ¢ Ee.
(g) Soitu = (z,y,2,t) € R*:

uebrer=05u=(0,y,2,t) = yes + zes + tey,

donc E7; = Vect(eq, €3, €4).
(h) Soitu = (z,y,2,t) € R*:

u€ by rx=y=2z=4 < u= (4t,4t,2t,t) = t(4,4,2,1),

donc Eg = Vect ((4,4,2,1)).



(i) Soit P € Ry[X] :
PeEys P1)=P2)=0s P=(X—1)(X —2)(aX +),

donc Eg = Vect (X (X — 1)(X —2),(X — 1)(X —2)).
() Soit P € R3[X] :
PeE e Pl)=P(1)=0& P =(X—-1)*aX +1),
donc Ejg = Vect (X (X — 1) (X —1)?).
Exercice 5. Si F' C G, alors F'U G = G, donc F' U G est un sous-espace vectoriel de F'; de méme si G C F.
Réciproquement, supposons que F' ¢ G'et G ¢ F. Soientalorsu € G\ Fetv € F\G;onadoncu,v € FUG.

Notons w = u+v. Siw € F,alors v = w — u € F, ce qui est absurde ; et de méme, w € G est absurde. Donc
w ¢ FUG. Donc F'U G n’est pas stable par +, donc F' U GG n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 7.
(a) Non : ces deux sous-espaces engendrent au plus un sous-espace de dimension 3.

(b) Oui : la famille (vy, vg, vy, vs5) est libre (le vérifier!)
(c) Non : v3 + v4 = v, donc ces deux sous-espaces ne sont pas en somme directe.

(d) Non : v4 = v5 — v3, donc ces deux sous-espaces ne sont pas en somme directe.

Exercice 9.
(a) Faux: (1,1,0,0) = vy + vg € Vect(vy, va,v3), et & Vect(vy, vs).
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(b) Vrai : (17 1,0,0) =V + Uy = 5(?}3 - ’UQ).

(c) Faux : v3 = 2u; + 3vy € Vect(vq, v2) N Vect(vs, vy).
(d) Faux : Comme v3 = 2v; + 30y, Vect(vy, va) + Vect (v, v3,v4) C Vect(vy, va, v4) # R
(e) Vrai : la famille (vy, vy, vy, vs) est libre dans R* (le vérifier !), donc génératrice de R*.

Exercice 10.
(c) Soitu = (v,y,z,t) € R*:

ue H < 3x—2y+2-5t=0<u=(z,y, —3x+2y+5t,t) = (1,0, —-3,0)+y(0,1,2,0)+¢(0,0,5, 1),

donc la famille ((1,0,—-3,0),(0,1,2,0), (0,0,5,1)) est génératrice de H.
(d) Soitu = (z,y,2,t) € R*:

uele2r—y=2+3t=0<u=(x,2z,-3tt) =x(1,2,0,0) +£(0,0,—-3,1),
donc la famille ((1,2,0,0), (0,0, —3, 1)) est génératrice de /.

Exercice 11.
(c) Non: (1,2,—1) —2(1,0,1) = (—1,2,-3).
(d) Oui

Exercice 12.

(a) Notons f1 :  +— e et fo : © — e’x. Soient A\, Ay € R tels que A\ fi + \ofo = 0r@®,r). Alors :
Vo € R, A\e® + \e* = 0. En particulier, \; + Ao = 0 et \je + e = 0, donc \; = \y = 0. Donc la
famille (f1, f2) est libre.

(b) Non: fy =2f3 — fi.
(c) Non:87f) +12fy = 57fs.



(d) Oui.
Exercice 14.
(a) Oui
(b) Oui
(c) Oui : soient \j, A9, A3 tels que A1 (3uq + ug) + Aoug + Ag(ug + ug) = Og, alors 3Ajug + Agug + (A1 + Ao +
A3)ug = O, donc, comme (uy, ug, ug) estlibre : 3A\; = A3 = A\; + Ao + A3 = 0, donc Ay = Ay = A3 = 0.

(d) Non : les vecteurs 2u; + us, u; — 3ug et us — u; sont coplanaires (ils appartiennent tous trois au plan
Vect (ug, usg).

Exercice 15. Notons u; = (1,0,1,1), us = (—1,—2,3,—1), ug = (=5, —=3,1,5) etv; = (—1,—1,1,—1), v =

1
(4,1,2,4).0na: v +vy = (3,0,3,3) = 3uy et 3v;+vy = (1, 2,5, 1) = 2uy+usy, donc v;+vy et v vy € F,
donc vy,v9 € F,donc G C F.
Exercice 16.
(c) Cette famille de vecteurs est liée par la relation 12uy + 51ug + 41uy = 262u4, donc ce n’est pas une base
de R3.

(d) Sia =1, lafamille est liée, donc n’est pas une base de R3.

/\1 + )\2 + &)\3
Sia # 1:soient A\j, A2, A3 € Rtelsque A\ (1,1, a)+Ao(1,a,1)+A3(a,1,1) = Ogs,alors ¢ A; + aXa + A3
a)\1 + )\2 + )\3
)\14‘)\24’&)\3 = 0 )\1"‘/\24‘@)\3 = 0
donc (a—1A+ (1 —a)dg = 0 ,donc A2 —A3 = 0 donc \; = Ay = A3 = 0. Donc
(1 — a))\g + (1 — a2)>\3 =0 (2 + a))\g =0

la famille est libre, donc engendre R®. C’est donc une base de R®.

Exercice 17.
(a) Une famille génératrice de E est ((X — 1)(X —2), X(X — 1)(X —2), X*(X — 1)(X — 2)). Comme
elle est échelonnée en degrés, elle est libre, donc c’est une base de E.
(b) Une famille génératrice de F est ((X —1)% X(X —1)*, X*(X — 1)?). Comme elle est échelonnée en
degrés, elle est libre, donc c’est une base de F'.
(c) Une famille génératrice de G est ((1)nen, (3")nen). Comme c’est une famille libre, ¢’est une base de G.
(d) Une famille génératrice de H est ((—1,1,0,0),(—1,0,1,0), (—1,0,0,1)). Comme c’est une famille libre,
c’est une base de H.
(e) Soit M € M,(R).Ona:

MelsM=M & (Vije[ln], mjy=mu) e M= > my(E;+Eq)+ > muEy,
1<i<j<n i=1n
donc une base de I est la famille (E;; + Eji)1<i<j<n U (Eii)1<i<n-
(f) Soit M € M,,(R).Ona:

MeJeM=-M & (Vijc[ln], mj=-mg) e M= Y my(E;—Ej),

j
1<i<j<n

donc une base de I est la famille (E;; — Ej;)1<i<j<n-

Exercice 18. Comme w = 2u — 3v, une base de F' est (u,v). Par mise sous forme Vect, une base de GG est
((1,0,—1),(0,1,—1)).

Soient A, p € R,ona:w = Au+puv € G & (A+p)+(—A+p)+2A—p) =0 & 22 +p =0 & w = AMu—2v).
Donc F'N G = Vect(u — 2v) ; une base de /' N G est donc (u — 2v) = ((—1,—3,4)).

)



