PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 11
CORRIGE

Exercice 1.
1. (a) P, estun plan si et seulement si u et v sont non colinéaires, c’est-a-dire lorsque A\ # 2.

(b) D, est contenue dans P, si et seulement si w € Py. Soient a, b dans R, alors

20 +4b = pn _ K e _
504106 = 15 otz = 2 "
w = a-utbv & N = o <9 a+20 = 3 SN a+20 = &S q at+2 =
304+6b = O a+ b = p a+ b = pu a+Ab =
et le systeme Ziiz i 2 admet une solution si et seulement si A # 2.

Donc D, C P, si et seulement si (A # 2 et 1 = 6).

2. (a) Lafonction nulle O vérifie 0g(a) = 0, donc Og € G,.
Soient u et v dans G, et A\, p dans R, alors (Au+pv)(a) = Au(a)+pv(a) = 0, donc Au+pv € G,.
Donc (G, est stable par combinaison linéaire, ¢’est bien un sous-espace vectoriel de F£.

(b) Soit u dans F' N G,. Alors u est constante et u(a) = 0, donc u = 0g. Donc F' NG, = {0g}.
Soit f dans E, alors f = f(a)+ (f — f(a)),ou f(a) € Fet f— f(a) € G, donc E = F + G,.
Donc F' et GG, sont bien supplémentaires : £ = F' & G,,.

Exercice 2.
1. Soient P, () dans FE et A, u dans R, alors :

FOP+ Q) = (AP +pQ)(X +1) + (AP + pQ)(X — 1) = 2P + pQ)(X)
= AMPX+1)+PX—-1)—2PX) +p(QX+1)+Q(X —1) —2Q(X))
= M(P)+nf(Q),
donc f est linéaire.

2. Pourp=0etp=1:f(X)=f(1)=14+1-2=0p,et f(X)=(X+1)+(X—1)—2X =0g.
Soit p € [2,n]. Alors :

donc f(XP?) est de degré p — 2.

w



3. Soit P = Z ar X" dans E, alors, d’apres la question précédente :

k=0
f(P)=05 & > af(X¥)=0g
k=0
& ay =...=a, = 0carla famille ( f(X k)) Lo €St échelonnée en degrés, donc libre

& P=ag+ a1 X,

donc Kerf = Ry [X], et
Imf = Vect (f(1), f(X),..., [(X")) = Ry_o[X].



