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'Feuille d’exercices 19
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1. Onat —w = (1,0,0),v —u = (0,1,0) puis u — (t —w) = (0,0,2) = 2% (0,0, 1). Donc la
base canonique de R? appartient & Vect(u, v, w,t); donc (u,v,w, t) est génératrice de R®,

Onav —u = w — v, donc w = 2v — u; donc, dans la famille (u, v, w,t), le vecteur w est redondant :
Vect(u, v, w,t) = Vect(u, v,t). La sous-famille (u, v, t) est donc encore génératrice de R?, donc, comme
elle est de cardinal 3 = dim(RR?), c’est une base de R?.

Exercice 2. Les vecteurs u et v sont manifestement non colinéaires, donc la famille (u,v) est libre.
Notons e; = (1,0,0,0) et e3 = (0,0,1,0); on montre que la sur-famille (u, v, €1, e3) est encore libre.
Comme elle est de cardinal 4 = dim(R"), c’est une base de R*.

Exercice 3.
(a) Soient Ai, Ao, A3 € Rtels que Aju + A\yv + Agw = O, alors :

Al +2X— X3 = 0 M2 A = 0

“M—As =0 donc A —A3 = 0

A +2 0 +2\3 = 0 M — e — 0
—)\1 - )\3 - 0 ! 3

donc A\; = Ay = A3 = 0. Donc la famille F est libre.

(b) Directement : u,v,w € G. De plus, dim(G) = 3 = Card(F), donc, comme F est libre, F est une
base de G.

(c) 1l suffit de compléter F avec n’importe quel vecteur qui n’est pas dans GG, par exemple e, =
(0,0,0,1). Alors F U (e4) est une base de E.

Exercice 5.
(e) Une base de Es est la famille

(f) Une base de Fj est la famille
(g) Une base de E7 est la famille
(h) Une base de Ej est la famille

(2")), donc dim(FEs5) = 1.
(X =X =2), X(X - 1)(X
€s, €3, €4), donc dim(FE7) = 3.
(4,4,2,1)), donc dim(FEg) = 1.

— 2)), donc dim(Eg) = 2.

A~~~ I/~ I/~

Exercice 6. Comme u et v satisfont aux conditions vérifiées par les vecteurs de GG, ' C G.
Or, comme la famille (u, v) est libre, dim(F') = 2; et d’autre part, on peut vérifier que dim(G) = 2.
Donc F est un sous-espace vectoriel de G de méme dimension que G'; donc F' = G.

Exercice 7. Comme —2 +3 x2+4x0—-5x3=—11#0, (—-2,2,0,3) ¢ F. Donc F et G sont en
somme directe, donc, d’apres la formule de Grassmann :

dim(F 4 G) = dim(F) + dim(G) =3+ 1 =4 = dim(FE).
Donc, comme F'+ G C E, F + G = E. Donc F' et G sont supplémentaires dans FE.

Exercice 8.



(a) Soit M = (m;) € S, alors M est déterminée par les m;; pour (i, ) € [1,n]? tels que i < j. Donc

1
dim(S) = Card ({(4,4) € [1,n]* |i < j}) = @
De méme, soit M = (m;;) € A, alors M est déterminée par les m,; pour (i,7) € [1,n]* tels que

-1
i < j.Donc dim(A) = Card ({(¢,j) € [1,n]* | i < j}) = "("2 )
(b) La seule matrice a la fois symétrique et antisymétrique est la matrice nulle, donc S et A sont en

somme directe. Donc, d’apres la formule de Grassmann :

nn+1) n(n—1)

dim(S + A) = dim(S) + dim(A) = 5 + 5 = n? = dim(M, (K)).

Donc, comme S + A C M,(K), S+ A = M, (K). Donc S et A sont supplémentaires dans M, (K).

Exercice 9. 1
(a) Soitu € Vect(ug) N H. 1l existe alors A € R tel que u = Augp. Si A # 0, alors U= o € H, ce qui

est absurde. Donc A = 0, donc u = 0. Donc Vect(ug) et H sont en somme directe.
De plus, on a directement : dim(H ) + dim (Vect(ug)) = (n — 1) + 1 = n = dim(E).
Donc, d’apres la formule de Grassmann, Vect(ug) et H sont supplémentaires dans E.

(b) Comme H et H' sont non confondus, il existe uqg € H'\ H. D apres la question précédente, Vect(ug)
et H sont supplémentaires dans F'; donc, en particulier : H + H' = E.
D’apres la formule de Grassmann, on a alors :

dim(HN H') =dim(H) + dim(H') —dim(H+ H)=(n—-1)+(n—1) —n=n—2.

Exercice 10.
(e) Ker(f) = Vect(1 — i), donc dim(Ker(f)) = 1. D’apres le théoréeme du rang, on a donc rg(f) =
dim(C) — dim(Ker(f)) =2—-1=1.

(f
(
(f) Ker(f) = Vect(X + 1), donc dim(Ker(f)) = 1. D’apres le théoréme du rang, on a donc rg(f) =
dim(R3[X]) — dim(Ker(f)) =4 —-1=3.

(

—1
(g) Ker(f) = A,(R), donc dim(Ker(f)) = % D’apres le théoréme du rang, on a donc rg(f) =

nn—1)  n(n+1)

2 2
: Ker(f) = Vect((1,—1,0)), donc dim(Ker(f)) = 1. D’apres le théoréme du rang, on a
) = dim(R?) — dim(Ker(f)) =3 -1 =2.
Sia 7é : Ker(f) = {Ogs}, donc dim(Ker(f)) = 0. D’apres le théoreme du rang, on a donc
rg(f) = dlm(R?’) — dim(Ker(f)) =3 —-0=3.

dim(M,,(R)) — dim(Ker(f)) = n* —

(h) Sia =

donc rg

~—
}_‘khl\bl —

Exercice 13. Notons £ I’espace sur lequel agit u.
Soit xy un vecteur directeur de Im(u). Ona: Ve € E, 3\, € K, u(xz) = A\, zo. Alors :

Vr e F, u2(x) = (o) = ApAgyTo = Agou(),
donc u* = \,,u.

Exercice 14.



(@ Ona: (f—2ldg)o (f —Idg) = (f —Idg) o (f — 2ldg) = Oz(k).
Soit v € Im(f — Idg), alors il existe u € F tel que v = (f — Idg)(u). Donc (f — 2Idg)(v) =
(f—2Idg)o(f—Idg)(u) = 0z(g)(u) = 0p. Donc Im(f —Idg) C Ker(f —2Idg). Symétriquement,
Im(f —2Idg) C Ker(f —Idg).

(b) Soitu € Ker(f —Idg) NKer(f — 2Idg). Alors f(u) = u = 2u, donc u = O0g. Donc Ker(f — Idg)
et Ker(f — 2Idg) sont en somme directe.
De plus, d’apres la question précédente, rg(f — Idg) < dim (Ker(f — 2Idg)), donc, d’apres le
théoréme du rang :

dim(E) = dim (Ker(f —1dg)) +rg(f — Idg)
< dim (Ker(f — Idg)) + dim (Ker(f — 2Idg))
< dim (Ker(f —Idg) + Ker(f — 2Idg)),

donc, comme Ker(f — Idg) + Ker(f — 2Idg) C E, Ker(f — Idg) + Ker(f — 2Idg) = E. Donc
Ker(f — 1dg) et Ker(f — 2Idg) sont supplémentaires dans F.

Exercice 15. Soit u € E. Alors (f + ¢g)(u) = f(u) + g(u) € Im(f) + Im(g), donc Im(f + g) C
Im(f) + Im(g). Donc rg(f + g) < rg(f) +rg(g)-

De plus, f = (f + g) + (—g), donc, d’apres ce qu’on vient de montrer : rg(f) < rg(f + g) +rg(—g) =
rg(f + g) +rg(g), donc rg(f + g) > rg(f) —rg(g); et, de méme, rg(f + g) > rg(g) — rg(f), donc
rg(f +9) = [rg(f) — rg(9)|-

Exercice 16. Comme f o f = 0z, Im(f) C Ker(f). Réciproquement, soit u € Ker(f). Alors (fog+
go f)(u) =u,donc f(g(u)) = u, donc u € Im(f). Donc Ker(f) C Im(f), donc Ker(f) = Im(f).
Donc, d’apres le théoreme du rang, n = 2rg(f). Donc n est pair.

Exercice 17.
(a) Supposons qu’un tel u existe. Alors, d’apres le théoréeme du rang :

n = rg(u) + dim(Ker(u)) = 2rg(u),

donc n est pair.
Réciproquement, supposons n pair, et notons n = 2p et (e, ..., ez,). une base de £. Alors 1’appli-
cation u : ey > eg4p si k < p, O sinon, convient.

(b) 11 suffit de prendre une base uy, . . ., u, de Im(u), puis, pour tout k& € [1, p], e, tel que uy = u(ey).

Exercice 18. I faut et il suffit que dim(F)+dim(G) = n. En effet, c’est une condition nécessaire d’apres
le théoréeme du rang; réciproquement, notons p = dim(F) et ¢ = dim(G). Supposons que p + ¢ = n.
Soit (v, . ..,v,) une base de GG, que I’on complete en une base de £ (v, . ..,v,). Soit (uq, ..., u,) une
base de F', alors I’application u : v;, — Of si k& < g, uj_, sinon, convient.



