PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 13

CORRIGE
Exercice 1.
2 1 2
1. D’apres I’énoncé, Mg(u(e;)) = | 0 |, et de méme Mp(u(ey)) = | 0 | et Mp(u(ey)) = | 1], donc
1 2 0
2 1 2
M g (u) = [0 0 1] .En développant le déterminant de cette matrice par rapport a la deuxieme
1 20
) 2 1
ligne, on trouve det u = —1 X 1 2' —3 # 0, donc u est un automorphisme de F.
7 21
2. Ona Mg(e)) = | 1|, puis Mp(u(€,)) = ME (u)Mp(e)) 3 = 3Mjp(e}), donc u(e]) = 3e].
3
5 1
De méme : Mp(u(ey)) = MS(u) 1 -3 —1], donc u(ey) =
2 0
1 1 1 . 1 1
——ehy — ~ch, et Mg(u(e})) = M§(u) —1 = 0 = —— 1 — = | =11, donc u(e}) =
2 2 2
0 2 0
1 1
—56,2 — 563.
/ 3 0 0 1 —6 0 0
Donc Mg (u) = |0 —1 -1 =-3 0 11
0 —2 —3 0 51
/ / 1 36 0 0 1 18 0 0
3. OnaME/(u2):M5,(u)2:A—l 0 6 2f=510 31,
0 10 6 0 5 3
1 —-216 0 O 2t 0 0
puis M5 (u®) = = 0 16 8| =0 —2 —1| =2M5 (u?) + 4M5 (u) — 315, donc
Vo 40 16 0 -5 -2

u® = 2u® + 4u — 3ldp.

4. Lassertion est triviale pour n = 0, 1, 2 et vraie pour n = 3 d’apres la question précédente. Supposons-
la vraie pour un certain n € N, alors v ™! = a,u® + B,u® + yu = (20, + Bo)u? + (day, + yn)u —
3ay,Id g, donc elle est vraie au rang n + 1, donc pour tout n € N par récurrence.

De plus, u(u? — 2u — 4ldg) = —3Idg, donc u™* = —g(u2 — 2u — 41dg). Donc I’assertion est vraie

pour n = —1, puis, par récurrence, pour tout n € Z.



Exercice 2.

1. Ona Ay = ‘3‘ =3,et Ay = B é‘ =3 x 3 — 2 x 1 = 7. Ensuite, par développement par rapport a
la premiere colonne :
310
Az =12 3 1—3’3 ;’—2’; g’—3x7—2x3—15.
0 2 3

2. Soit n € N*. On développe par rapport a la premiere colonne :

1 0 0 --- 0
2 3 1 :
Apya = 3Bpp1 =210 - . . 0
L O |
o .--- 0 2 3

3. D’apres la question précédente, la suite (A,,) est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéris-
tique 72 — 3r + 2 = 0. Les racines de cette équation sont 71 » = 1,2, donc il existe A, u € R tels que :
Vne N, A, =A+p-2" Comme Ay = X+ 2u =3et Ay = XN+ 4 = 7, on en déduit 2 = 4,
donc = 2, puis A = —1,d’ou :

Vn e N*, A, =2 — 1.



