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Exercice 1.

1. D’après l’énoncé, MB(u(e1)) =

2
0
1

, et de même MB(u(e2)) =

1
0
2

 et MB(u(e1)) =

2
1
0

, donc

MB
B (u) =

2 1 2
0 0 1
1 2 0

 . En développant le déterminant de cette matrice par rapport à la deuxième

ligne, on trouve detu = −1×
∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣ = −3 ̸= 0, donc u est un automorphisme de E.

2. On a MB(e
′
1) =

7
1
3

, puis MB(u(e
′
1)) = MB

B (u)MB(e
′
1) =

21
3
9

 = 3MB(e
′
1), donc u(e′1) = 3e′1.

De même : MB(u(e
′
2)) = MB

B (u)

−3
1
2

 =

−1
2
−1

 = −1

2

−3
1
2

 − 5

2

 1
−1
0

, donc u(e′2) =

−1

2
e′2 −

5

2
e′3, et MB(u(e

′
3)) = MB

B (u)

 1
−1
0

 =

 1
0
−1

 = −1

2

−3
1
2

 − 1

2

 1
−1
0

, donc u(e′3) =

−1

2
e′2 −

1

2
e′3.

Donc MB′

B′ (u) =

3 0 0
0 −1

2
−1

2

0 −5
2

−1
2

 = −1

2

−6 0 0
0 1 1
0 5 1

 .

3. On a MB′

B′ (u2) = MB′

B′ (u)2 =
1

4

36 0 0
0 6 2
0 10 6

 =
1

2

18 0 0
0 3 1
0 5 3

,

puis MB′

B′ (u3) = −1

8

−216 0 0
0 16 8
0 40 16

 =

27 0 0
0 −2 −1
0 −5 −2

 = 2MB′

B′ (u2) + 4MB′

B′ (u) − 3I3, donc

u3 = 2u2 + 4u− 3IdE .
4. L’assertion est triviale pour n = 0, 1, 2 et vraie pour n = 3 d’après la question précédente. Supposons-

la vraie pour un certain n ∈ N, alors un+1 = αnu
3 + βnu

2 + γnu = (2αn + βn)u
2 + (4αn + γn)u−

3αnIdE , donc elle est vraie au rang n+ 1, donc pour tout n ∈ N par récurrence.

De plus, u(u2 − 2u− 4IdE) = −3IdE , donc u−1 = −1

3
(u2 − 2u− 4IdE). Donc l’assertion est vraie

pour n = −1, puis, par récurrence, pour tout n ∈ Z.



Exercice 2.
1. On a ∆1 =

∣∣3∣∣ = 3, et ∆2 =

∣∣∣∣3 1
2 3

∣∣∣∣ = 3 × 3 − 2 × 1 = 7. Ensuite, par développement par rapport à

la première colonne :

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
3 1 0
2 3 1
0 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣3 1
2 3

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣1 0
2 3

∣∣∣∣ = 3× 7− 2× 3 = 15.

2. Soit n ∈ N∗. On développe par rapport à la première colonne :

∆n+2 = 3∆n+1 − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

2 3 1
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . . . . . . . 1
0 · · · 0 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3∆n+1 − 2∆n.

3. D’après la question précédente, la suite (∆n) est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéris-
tique r2 − 3r + 2 = 0. Les racines de cette équation sont r1,2 = 1, 2, donc il existe λ, µ ∈ R tels que :
∀n ∈ N∗, ∆n = λ + µ · 2n. Comme ∆1 = λ + 2µ = 3 et ∆2 = λ + 4µ = 7, on en déduit 2µ = 4,
donc µ = 2, puis λ = −1, d’où :

∀n ∈ N∗, ∆n = 2n+1 − 1.


