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Devoir surveillé n° 9
CORRIGE

Exercice 1.

1. Ona X3(Q2) = {0,1}. L’événement « Xy = 0 » signifie que le résultat du deuxieme lancer est égal a celui

1
du premier lancer. Comme le dé est équilibré, tous les résultats sont équiprobables; donc P(X,; = 0) = —,
n
-1 -1
etP(Xo=1)=1-P(X,=0) = n . La variable X suit donc la loi de Bernoulli de parametre r
n

2. Ona X;(2) ={0,1}.
L’événement « X;, = 1» est1’événement A;NA;N- - Ay_q, ol, pour tout j € [1,k—1], A; est]’événement

. R —1
«le résultat du 5™ lancer est distinct du résultat du £°™ lancer ». Ona:Vj € [1,k — 1], P(4;) = n ,
n

n—1

k-1
donc, comme les lancers sont indépendants : P(X;, = 1) = < ) . La variable X, suit donc la loi de

n

k-1
—1

Bernoulli de parametre <n ) .
n

3. (a) L’événement (X; =1) N (X; =1)estl’événement A; N A3 NA,_1NB,NCix1N---NCj_q,0u:

e pour tout k € [1,i — 1], A est I'événement « le résultat du k™ lancer est distinct des résultats du
n—2

™ et du j°™ lancer »; on a P(Ay) = ,
n

e B, est1’événement «le résultat du i®™ lancer est distinct du résultat du j°™ lancer » ; on a P(B;) =
n—1

b

n

e pour tout k € [i 4 1,j — 1], Cy est ’événement « le résultat du k™ lancer est distinct du résultat
2 n—1
du j°™ lancer »; on a P(C},) = ,
n

donc, comme les lancers sont indépendants :

P(Xi=1)N(X;=1) = (n — 2)H x 1= ( ) _ (=2 -1y

n n]—l
(b) On a manifestement P((X; = 1) N (X; = 1)) # IP(( = 1)P(X; = 1)), donc X; et X, ne sont pas
indépendantes.
(n—2)"Yn-1)"
(c) Onaencore X;X,;(2) = {0,1},avec P(X;X; = 1) =P((X; = )N(X,; =1)) =

-y im-n

La variable X; X; suit donc la loi de Bernoulli de parametre -

n]

p
4. Par construction : Z,, = ZXk‘
k=1
5. Par linéarité de 1’espérance, et d’apres les propriétés usuelles de la loi de Bernoulli, on a :

ZE (x,) = z (4 :%

n

1
Donc E(Z,) —

poe 1= (2

C’est cohérent : apres un grand nombre de lancers, on peut s’attendre a avoir obtenu tous les résultats
possibles.

= nNn.



Exercice 2.

3 1 1
1. Ona A =MP(f) = Mg, f(Bo) = [0 4 2
1 -1 5
( N N 4 2 11
2. On développe par rapport a la premiére colonne : det(A) = 3 x 1 5 4 ol = 3 x 22+ (—2) = 64.
Comme det(A) # 0, f est bijective; et donc f € GL(R?).
AM+A3 = 0 AM+A3 = 0
3. Soient A\, Ay, A3 € Rtels que A\jui+Aous+A3us = Ogs,alors: < Ay +Xy = 0 ,douq A—A3 = 0,
A+A3 = 0 A+A3 = 0

d’olt \; = Ay = A3 = 0. Donc 3 est une famille libre de 3 vecteurs dans R? de dimension 3, donc c’est une
base de R3.

4. On a f(ul) = (4,4,0) = 4U1, f(UQ> = (2,674) = 2u, + 4U2 et f(U3> = (4,2,6) = 2uy + 4U3, donc
B=M 5 (f) aI’expression voulue.

010 0 0 1
5.Notons N=(0 0 1|,onaN?=1[0 0 0| et N*=0s.
0 00 0 00
Soitn € N. Comme B = 413 4+ 2N, on a d’apres la formule du bindme de Newton :

n n(n _ 1) 22n n22n—1 n(n o 1)22n—3
B" = Z (k) (2N)F (413" = 4”13+2n><4”_1N+T><4”_1N2 =0 2 n222”*1
k=0 0 0 27"

6. Ona A= M (f) = Pj M;(f)P;® = PBP™', donc A" = (PBP™')" = PB"P™",

1 01 1 1 1 -1
Or P=Mjg,(f)= |1 1 0],etdapresla méthode du pivot, pl= 5 -1 1 1 |,donc:
011 _ 1
L1001\ /22 n2on(n - 12t (11 -]
A" = =1 1 0 0 22n n22n—1 -1 1 1
2\0 11/ \o o 92n 1 -1 1
n*—-5m+16 n(b—-n) nn+3

)
= 22 nn-1) 16+n—-n? nn+7)
4n —4n 4(n+4)



Exercice 3.

1) a)

b)

d)

2)

Notons w1g4, wie, Wag, wa. les résultats possibles de 1’expérience, ol wy4 est le tirage d’une piece dé-
fectueuse provenant de I’atelier 1, wy. est le tirage d’une piece conforme provenant de 1’atelier 1, et de
méme pour I"atelier 2. On a donc Q = {w14, Wie, Wad, Wac}-

Notons A; I’événement « la piece provient de I’atelier 1 » et Ay I’événement « la piece provient de
I’atelier 2 ». On a donc A; = {wig, wic} et Ay = {wag, W} = Aj.

La famille (A;, A) forme donc un syst¢eme complet d’événements, donc P(A;) + P(Ay) = 1. De plus,

2 1
d’apres 1’énoncé, P(A;) = 2P(Ay). On en déduit que P(A;) = 3 et P(Ay) = 3

Notons C' I’événement « la piece est conforme ». On cherche P(Ay; N C'). D’apres 1’énoncé, P4, (C) =
3 — 97
100° donc Py, (C) =1 =Py, (C) = 100
D’aprés la formule des probabilités composées, P(A; NC') = P4, (C) x P(As), donc d’apres la question
97 1 97
D,P(A;NC - = —
Bl 0C) = 155X 5= 555

On cherche P(C). Comme (A, Ay) est un systéme complet d’événements, on a, d’apreés la formule des
probabilités totales, B B B
P(C) = P4, (C) x P(A1) + P4, (C) x P(43),

— — 3 —
et d’apres I’énoncé, P4, (C) = 100 et Py, (C) = 100" D’apres la question 1, on a donc : P(C') =
2 D 1 3 13

3% 100 "3 100 300
On cherche P~(A;). D’apres la formule de Bayes :

_ P4, (C) x P(Ay)

Pz(Ay) BO) ,

w6 X5 _ 10

= 13
Soit n € N*, considérons 1’espace probabilisé (2, P,,) qui modélise le prélevement de n pieces. On a
donc ,, = {wg,w.}", ol wy est le prélevement d’une piece défectueuse et w, est le prélevement d’une
piece conforme.
Notons B 1’événement « on a prélevé au moins une piece défectueuse ». On cherche P, (B). Comme
B=Q,\{(wey...,wo)},onalP,(B)=1—-P, ({(we,...,we)})-
Notons, pour tout i dans [1,n], A; I’événement « la i°™ pigce prélevée est conforme ». On a donc
{(wey . we)} = Ay ... N A, et d’apres la question 1)c) : Vi € [1,n], P, (4;) = P(C) =1 —

P(C) = ﬁ De plus, d’apres I’énoncé, les événements A; sont mutuellement indépendants, donc

287 287
P, (A1 N... H]P’ (300> et finalement : P,,(B) =1 — (%) .

1
On cherche N tel que : Vn > N, P,(B) > 5 Soitn € N*,ona:

1 287\" _ 1 287\" 1 In(2)
PB)>-<l1-(—| > |—| <= & n> .
(B) 2 (300) =9 (300) =2 7 "= 1 (300) — 1n(287))

donc d’apres les données précédentes : P=(A;) =

In(2
Donc N = F (ln (300)1(1_( l)n @ 87))) + 1, ou £ désigne la partie entiere, convient.



Probléme.

I 1.

II. 1.

Par définition, la variable X est constante égale a 1.
Ona X;(Q2) ={0,1,2}.
Lors du 1 tirage, notons B; I’événement « la boule tirée de I’urne 1 est blanche », et de méme Ny,

a1
B5 et N,. Ces quatre événements ont pour probabilité —.

L’événement « X; = 0 » est alors ’événement 51 N Ns. Les événements B, et NV, étant indépendants,

1
on adonc P(X; =0) = T

De méme, ’événement « X; = 1» est I’événement (B; N Bs) LI (N3 N Ny), donc P(X; = 1) =
1 1 1

442
1
Enfin, I’événement « X; = 2 » est I’événement N; N By, donc P(X; = 2) = 1

. Onadirectement : £(X;) =1 xP(X; =1)+2xP(X; =2)=1.

1
De plus, E(X2) = 1 x P(X; — 1)+ 4 x P(X; = 2) — g done V(X) = B(X}) ~ B(X.)' = ..

. S1 X,, = 0, alors les deux boules blanches sont dans I'urne 2. Il n’y a donc qu’une possibilité :

Px,—0(Xns1=0)=0, Px,o(Xnp1=1)=1, Px,—o(Xp1=2)=0.
Si X,, = 1, on est dans le cas de départ. D’apres la question 1., on a donc :

1 1 1
Py,=1(Xn1 =0) = 1 Px,=1(Xns1=1) = 2 Px,=1(Xp41 =2) = 1

Si X,, = 2, alors les deux boules blanches sont dans I’'urne 1. Il n’y a donc, 1a aussi, qu’une possibilité :
]P)Xn:2(Xn+1 - 0) - 0, ]:P)Xn:2(XTL+1 - ].) - ]_, ]P)Xn:2(Xn+1 - 2) - 0

Soit n € N. D’apres la question précédente, et d’apres la formule des probabilités totales :

1
apy1 = _bna
4
1
bn+1 = an+§bn+cn7
1
Cn+1 = an

Soit n € N. On a directement :
bui1 + 241 = ay + by + ¢, =P(Q) = 1.

De plus, by +2c9g =1+ 2 x 0= 1.Donc : Vn € N, b,, + 2¢, = 1.
Donc : Vn € N, E(X,,) = b, + 2¢,, = 1. Lespérance de X,, reste donc constante égale a 1.

. Il s’agit simplement de la forme matricielle du résultat de la question 4.

Soitn € N.Ona:
Up+1 = 2an+1 - bn+1 + 2cn+1

1 1 1
- _bn_ n _bn n _bn
5 (a —1—2 +c)+2

1
= —a,+ ébn — Cp
1
= —ZUp,
2
1
donc la suite (u,) est géométrique de raison —5 Comme ug = 2ag — by + 2¢g = —1, on a donc :

(-1t

VneN, u, =
n u on




2. Soit n € N. On résout le systeme :

1 1(=1
tp by +cn = 1 @ = 6 6 2n
by, +2¢, = 1(_1>n+1 de solution b, = ; + §<_2?
n Cpy = - —=
6 6 2
3. On a directement :

: 1 ) 2 _ 1
lim a, = -, lim b, = -, lim ¢, = —.
n—4o0o 6 n—-4o00 3 n—4oo 6
2

Asymptotiquement, il y a donc par exemple équilibre des couleurs apres 3 des tirages.
II. 1. Soit A € R.Ona:

—4x 1 0

1’ 1 24\ 4| 4 4 1

P()) = <Z) 4 2—4x 4 64( 4A’ ) _4A‘—'0 —4AD :-—5(29-—A2—A).
0 1 —4A

2. Lesracines de P sont les racines du polyndme 2X°— X?—X = X (2X*—X—1) = X(X—1)(2X+1),
1
donc /\1 = —5, )\2 = O, )\3 =1.

3. Soiti € [1,3]. Onadet(M —\;I3) = 0, donc I’application f — \;Idgs est non bijective. En particulier,
son noyau n’est pas réduit a 0, donc il existe u; € R® non nul tel que (f — A\;Idgs) (u;) = Ogs, ¢’est-
a-dire que f(u;) = \u;.

Notons u; = (z,y,2).Ona:

1 Y = -2z y oy
flur) = = dr +2y +4z = 2y & _ gy, W= (x, —2x, ),
Y = —2z -
donc u; = (1,—2,1) convient.
De méme, us = (1,0, —1) et u3 (1,4,1) conviennent.
1 1
4. i Notons P = Mz ()= |—2 0 4 |.Oncalcule le déterminant de P par développement par
-1 1
rapport a la deuxieme colonne
-2 4 1 1
det(P)——‘ 1 1’—1—‘_2 4‘ =12 #0,

donc P est inversible, donc 3 est une base de R3.

ii. Notons ey, e, es les vecteurs de 5y. On remarque que uz — u; = 6eq, puis u; + us = 2e; — 2eq
1 1
6 3

etes = e —U,Q,d’Ol\l P_l =

[N s SIEeuI e
N

Sl O

=

Alors, d’apres la formule de changement de base :

D=P'MP=| 4

S O O
_ o O



i. Soitn € NNOna: Z,, = P'Y,., = P"'MY, = P-1MPZ, = DZ,, donc, par une
récurrence immédiate : Z,, = D" Z,,.
ii. Soitn € N. D’apres le résultat précédent :

Y, = PZ, = PD"Z,,

111 0 _1

3 6 3 6

avec Zy = P71Y, = % 0 —% 1] =1 0 |.Donc:

I 1 1 0 1

6 6 6 6
N 1 é_é(—;)"
1 1 1 —— = n
A D (2> 0 i R G0
" 1 11 0 0 0 1 33 on
Cn N o 01/ \; 11"
6 6 2

On retrouve bien les résultats de la partie II.



