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Feulille d’exercices 23
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.

(a) Soit G une primitivede g : ¢ — Int. Alors: Vz > 0, f(x) = G(22) —G(2). Comme G est dérivable,
f Test également par composition, et, par composition également :Vx > 0,

f'(z) = 2¢9(2z) = 2In(2z).

t
(b) Soit G une primitive de g : ¢ — %. Alors : Vo > 0, f(x) = G(3z) — G(x), donc :

() = 39(32) — gl(z) = 4€08 3r cosw  cos(3x) — cos(x)'

3T x T
(¢) Soit G une primitive de g : t — ¢~ *. Alors : Vo > 0, f(z) = G(v/x) — G(1), donc :

(VE) = e,
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1
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(d) Soit G une primitive de g : ¢ — T Alors : Vx> 0, f(z) =G(Vr) -G (—), donc :
T

fix) = —g(ﬁ)+2—

Exercice 2.

(a) Soit G une primitive de g : ¢ — cos(t?). Alors :

vz £ 0, i / " cos(i)t = C@ = G=w) _ ,Gla) = Gl=a)

. x r—(—x)

donc :

1 xX
lim — [ cos(t?)dt = 2G’(0) = 2¢9(0) = 2.

z—0 =z

1
(b) Soit G une primitive de g : t — ———. Alors :
(Int)?

Vo £ 0, l/x( dt  G(2z)—G(z)  G(2z) - G(x)

Int)?2 T 2r —x

donc :

I 1
lim —/ at__ lim G'(x) = lim =0.

(ln t)2 T—>400 T—+00 (ln 33)2



t
(¢) Soit G une primitive de g : t — %. Alors :

o o f TGl -Gl _ GRo) - Gla)

Y

t T 2 —«x
donc :
2t ea:
lim — —dt = lim G'(z) = lim — = oc.
=01 [, t z—0 z—0 T

1

(d) Soit GG une primitive de g : t — %t. Alors :

Va #0, 1/% o _ G —CGlo) _ GQ) - Gla)

t T 2r—x
donc : b 1 )
1 et ex

lim —/ — = lim G'(z)= lim — =0
z—+too T [, t T——400 T—+00 T

Exercice 3.

1
- [5 In |1+ t2|} —i [arctan(t)](‘)/g
0
= In(2) —i-
Exercice 4. Soitx € R,.Ona:
E(@) -1 k41 z
Flz) = / E(ydi+ [ Bt
k=0 k E(z)
E(z)-1 =
= > k+ / E(z)dt
k=0 E(z)
Ex)(E(x)—1
- BOEE D ¢ - p)Bw)
. . . , . n(n —1) .
La fonction F est continue sur R, \ N puisque F I’est. Soitn € N,ona: F(n) = 5 = hm+ F(x),
r—n
et:
—1 -2 —1
lim F(z) = " )2(” ) i1x mqp%:ﬂn),
T—n—

donc F' est continue en n. Donc F' est continue sur R, .

1
Exercice 5. On a : / (f(t) — f(1))dt = 0. Comme g : t — f(t) — f(1) est continue sur [0, 1] et
0

d’intégrale nulle, ¢ s’annule en un certain ¢, €0, 1], ¢’est-a-dire que f(to) = f(1). D’apres le théoréme
de Rolle, il existe donc ¢ € ]to, 1[ C ]0, 1] tel que f'(c) = 0.



1 1 1
Exercice 6. On a : / flz)de = - = / xdx, donc / (f(x) — x)dz = 0. Si f n’a pas de point fixe,
0 0 0

N | =

1
alors, comme f est continue : Vx € [0,1], f(z) > zouVz € [0,1], f(x) < z, donc/ (f(x)—z)dx >0
0
1
ou / (f(z) — x)dx < 0, ce qui est absurde. Donc f admet un point fixe.
0

Exercice 7. Si f ne s’annule pas sur |0, 1], alors, comme f est continue, f > 0 sur |0, 1[ ou f < O sur
1
10, 1[; donc, dans tous les cas, [ f # 0, ce qui est faux. Donc f s’annule sur |0, 1[ en un certain a.

0
De méme, si f ne s’annule qu’en «, alors la fonction g : ¢ — (¢ — a) f(t) est de signe constant sur |0, 1],
1 1 1 1
donc / g #0. Or/ g = / tf(t)dt — a/ f(t)dt = 0. Donc f s’annule deux fois sur |0, 1].
0 0 0 0
Exercice 8. Soit n € N*. Par intégration par parties :

’ 1 (1
/acos(ntQ)dt = 5 ;xQntcos(ntQ)dt

111 ,0% P sin(nt?)
= %({gsm(nt )L—l—/@ 2 dt |,

b b 2 b
1 1 t dt
oll, comme |sin| < 1, || =sin(nt?)| | < =+ - =C, et sin(n >dt < — = D, donc :
W a b u 12 o 12
b C+D
/ cos(nt?)dt| < — 0.

n n—-4o0o

Donc lim cos(nt?)dt = 0.

n——+o00 a

Exercice 9. Comme f est continue sur [a, b], d’apres le théoreme de Weierstrass, f est bornée sur [a, b]
et atteint ses bornes. Notons M le maximum de f sur [a, b], alors :

1
b n
VneN, I,< (/ M”) = M(b—a)r.
De plus : soit ¢ > 0. Comme M est atteint par f en un certain ¢ € [a, b], il existe § > 0 tel que :
Ve € [a,b), (o — | <8) = (f(x) > M —e).

Comme f est positive sur [a, b], on a alors :

Vn € N, In2</ (M—e)") > (M —€)dn.
[a,b]N[c—8,c+4]

Or:(b—a)% — letdn — 1. Il existe donc N € N tel que :

n——+o0o n——+00

Vn>N M—-2<1,<M+e¢,

c’est-a-dire que : lim [, = M.
n——+0o0



T

Exercice 10. Notons F' : x — f(t)dt, c’est-a-dire que I est la primitive de f qui s’annule en 0

(d’apres le théoreme fondamental doe I’analyse). La fonction F' vérifie donc :
Ve e R, F'(z) < kF(x),
c’est-a-dire F' — kF < 0. Notons alors g : z e’kmF(x), ona:
Vo € RY, ¢ (x) = e ™ (F'(z) — kF(z)) < 0.

La fonction g est donc décroissante sur R . On sait de plus que g(0) = F(0) = 0 et que g est positive
(car F I’est, puisque f I’est), donc g est identiquement nulle sur R, .
Donc F est également nulle, donc f = F’ également.

Exercice 11. La ™ somme de Riemann 2 droite de la fonction f : ¢ — ¢ entre 1 et 3 s’écrit

Du(n =Y (1K)

k=1

donc

dnn+1) 4nn+1)2n+1)
(" n 2w 6 )
+ —=n(n+1)+ %n(n +1)(2n+1),

n—+400 3 3
{ﬁr B -13 26

8 206 ’ 26
donc D, (f) — 2+4+—:—.D0nc/ t2dt = —.
1

3
On ret bi t2dt = .
n retrouve oien que / 3 3 3

1 1

xT X
Exercice 12. On a: / cost dt = Re ( / eitdt> , ou, d’apres le théoreme des sommes de Riemann :
0 0

n—1

r x ik
1 . ART
edt = lim = en,
0 n—-+oo N,
k=0
n—1 ; ;
. ik 1 — e 1 — e
ou : en = — o~ —— donc :

YD 1— 67 n—-+o0o 7

/ edt =i(1 — e™),
0

donc : / cost dt = sin(x).
0
En outre : / sint dt = Im (/ eitdt) =1 — cos(z).
0 0

Exercice 13.



1 & k \
(d) Ona:Vn >1, v, =In(u,) = — g In (1 + —) . On reconnait la n°™® somme de Riemann a droite
n n
k=1

de la fonction f : x — In(1 + z) entre 0 et 1, donc la suite (v, ) converge, de limite :

/01 f= /01 In(1+ z)dx = /12 In(z)dz = [zIn(z) — 2]; = 2In(2) — 1.

4
Donc la suite (u,,) converge, de limite ¢>"®~1 = =,
e
Exercice 15. Soit z € R. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre 6 a sin entre 0 et
T
3 5 ()0
ST =2 — o 4 o / % sin (t)dt,
0 .

3! 51
donc, comme |sin'™ | < 1:
T __4\6 7
< / @=tP | o lal”
AT T

Exercice 16. Par intégration par parties :

g+l 1 m 1
L,.n = |(1=t)" 1 — )™ e
’ {( ) n+1}0+n+1/0( )
- ]m—l,n—i-l
o ;
= m 0,m+n
mln!
 (mnt+ 1)
Exercice 17.
8 3 37
© 21 oL
@ In (5) © 3+ n(3), W -
7 () In(3), . 7'('_2 o In(2)
®) 3. 7 TN
. (g) ) 1
ol ; ®) -
© —— (h) 2, 3
@ In(3) 1 (1) oo.
4 6’

Exercice 18.
(a) On applique le changement de variable t =a + 0 — x :

[ = /ab:cf(:c)d:c
_ /ba(a+b—t)f(a+b—t)><(—dt)
_ /j(a%—b—t)f(t)dt
= (a+b)/abf—l,



b
donc [ = CLTM/ f(t)dt.

(b) D’apres le résultat ci-dessus :

" asin(@) @ [7_sin(o) W )
/o 1 + cos?(z) z 2/0 T cos2(a) x = [—arctan(cos(x))]; arctan(1) >



