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Feuille d’exercices 24
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 2.
e L application (-, -) est par définition une forme sur R?,

e Soient u = (x1,yl) et v = (3, y2) dans R?. Alors :
(v,u) = 2971 + Tay1 + T1Y2 + 29291 = (U, v),
donc (-, -) est symétrique,
e Soient u; = (x1,y1), uy = (x2,12) etv = (z,t) dans R? et \, u € R. Alors :
(Aur+pug, v) = 2021+ pwe) 2+ (Az1 + pwe)t+ 2 (Ays + py2) +2(Ays + pye)t = Mur, v) +puz, v),
donc (-, -) est linéaire a gauche ; donc bilinéaire puisqu’elle est symétrique,
e Soit u = (,y) dans R?. Alors :
(u,u) = 22° 4 20y + 2y = 2° + (2 +y)* +y* > 0,

et (u,u) =0 < = =y = 0.Donc (-, -) est définie positive.
Donc (-, -) est un produit scalaire sur R?.

Exercice 3. Soient u, v € E. D’apres les identités de polarisation :

(f(w), f(v)) = }1 ([f (o) = [1f (w = v)ll) = 411 (Ju+ ol = [lu = ol]) = (u,v).

Exercice 4. On applique I’inégalité de Cauchy-Schwarz, avec le produit scalaire usuel de M, (R) :
(A, I)* < |21,

c’est-a-dire tr(A)% < n - tr(ATA), ce qui est la formule voulue.
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Exercice 5. Soientu:(\/xl,\/xg,...,\/xn)etv:(\/x_l,\/x_Q,...,\/x_).

On applique I’inégalité de Cauchy-Schwarz, avec le produit scalaire usuel de R" :

(u,v)* < [Jul*lv]*,

c’est-a-dire
n n n
9 1 1
n* < E z; g — = E —.
=1 =1 =1

Exercice 6. Comme dim £ = dim £(E, R), il suffit de montrer que f est injective.
Soit u € E, alors :
u e Ker(f) = <U, > = OE(E,]R)
& YwelE (u,v)=0
= Jull*=0
= u=0g,

donc Ker(f) = {0g}, donc f est injective, donc f est un isomorphisme.



Exercice 7.

o (F+G)r = F-NG*:Soitu € (F+ G)*. Alors : Vv € F + G, (u,v) = 0. En particulier :
Vv € F, (u,v) = 0,donc u € F*, et de méme u € G*.Donc u € F- NG~ .
Réciproquement, soit u € F-NG*. Soitv = vp+vg € F+G, alors : (u,v) = (u, vp)+(u, vg) = 0.
Donc u € (F + G)*.
Donc (F + G)* = F-nG*.

o FL4G* = (FNG)* : Soitu = ui+uy € FH+G*. Soitv € FNG, alors : (u, v) = (uy,v)+(ug, v) =
0,donc u € (FNG)*. Donc F- 4+ G+ C (FNG)*..
De plus, d’apres la formule de Grassmann, et comme dim(F 1) = dim(FE) — dim(F) :

dim(F*+ +G*) = dim(F*) + dim(G*) — dim(F- N GY)
= dim(E) — dim(F) — dim(G) + dim(F + G)
= dim(E ) dlm(Fﬂ G)

(FNG)h).

= dim

Donc F* + G+ = (FNG)*.

Exercice 8. Considérons, pour tout k& € N*, w;, € F la suite définie par uxo = 1, upp = —1et:
Vn ¢ {0,k}, ug, =0.

Soit v € F*. Alors : Vk € N*, (v, u;,) = 0, c’est-a-dire : 1 x vy — 1 x v, = 0, soit v = v. La suite v
est donc constante donc, comme v est stationnaire a 0, ¢’est la suite nulle. Donc F* = {0g}.

On adonc bien F + - = F # E.

Exercice 9. Soit k € [1, p]. L’égalité appliquée a u = e, s’écrit :

1—23(%,6Z =1+ Z (ex, €)?,

=1, i#k

d’ou : Vi # k, (e, e;) = 0. La famille F est donc orthonormée.
En particulier, la famille F est libre. Supposons qu’elle ne soit pas génératrice de E; soit alors v €

E\ Vect( ). Quitte a orthonormaliser, on peut supposer que v est orthogonal a tout vecteur de F. Alors :

17 = Z(v, e;)? = 0, donc v = O, ce qui est absurde. Donc F est génératrice de E'; ¢’est donc une
=1

base de I, et E est bien euclidien de dimension p.

lv

Exercice 10. On applique 1’algorithme de Gram-Schmidt :
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Exercice 11. Soit u € E. Notons © = up + up. la décomposition de u selon F et F-. Soit A € R tel

que upL = Aug, ona: (u,ug) = A|ugl|?, donc A = <H u“2> Donc :
<U,UO>
p(u) :UF:U/—AU/O_U_ ||u0||2 0,
et:
U, u
s(u) =up —upr =u— <||U0HOQ> 0-
Exercice 12.
(a) On applique I’algorithme de Gram-Schmidt :
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(b) Soient a,b € R : / (t* — at — b)*dt = || X* — (aX + b)||>. On cherche donc la distance de X* a
0
R; [X]. Par construction, le nombre recherché est :

1
V180

Exercice 13. Supposons p orthogonal. Soit u € E, alors, d’apres le théoreme de Pythagore :

[ull* = lp()[I* + [lu = p()lI* > [lp(w)]*,

d(X27R1[X]) = <X27Q3> =

donce [[p(u)[| < [lu]l-
Réciproquement, supposons que : Vu € E, ||p(u)|] < |lu||. Notons F et G les sous-espaces caractéris-
tiques de p, et soient u € F, v € G. Considérons f : A — ||u + Av||%. Par hypothése :

FO) = Jlull* = lIp(u+ M) < f(A) VAER,

donc f admet un minimum en 0. Donc f'(0) = 2(u,v) = 0. Donc F et G sont orthogonaux, donc p est
orthogonal.

Exercice 14. On a déja orthonormalisé la famille (z — 1,2 — x,z > 2”) (cf I'exercice 11). Notons
1 1
(h1 =1, hy:x— V12 (:v — 5) , hg 1 x+— V180 <932 —x+ 6)) son orthonormalisée.
Alors, d’apres le théoreme de Pythagore :
d(exp, F)* = | exp —pp(exp)||?
= |lexp [|* — {exp, hu)® — (exp, ha)* — (exp, hs)”

= ?8—&)—@—1?—3@—6?—5U0—wf
497 3667
~ 312,6

d’ou d(exp, F) ~ 17,7.
Exercice 15. On a : 1nf M = al, = bU|| = d(M, F) ou F' = Vect(I,, U).

(a,b)e
On orthonormalise la famllle (I,,U) :
L Al = [n’
<U7 A1> n
Ay =U — Ai=U—--1,=U—1,,
i A2 n
Ay 1 As 1
¢ By =7 == By = = (U = 1),
Al vn [ As|| n(n — 1)
puis, d’apres le théoreme de Pythagore :
d(M,F)* = |M|]* = (M, B1)* — (M, BQ>

)

1<4,5<n i#]



