PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2026-2027

_Feulille d’exercices 2
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 2.
) [20—1| = |[z+4| & 22—1)* = (z+4)* © 32°~120-15=0= 2" —42-5=0< = —1 oub.
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(d) 3z| <2z +3| e Br)*<(2r+3)?e52° - 120 -9<0& 0 € {—5,3}.
Exercice 3.
(e) L’équation (E) est définie sur D = [1, +oc0[.On a:

VeeD, (F) & (z+1)+(@—-1)+2vVa2-1<3z+1
vVl —1l<z+1
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(f) L’équation (E) est définie sur D =R,.Ona:

donc I’ensemble des solutions de (F) est

veeD, (E) & /(Vz-2)°">3
& |Vr-2|>3.
Par disjonction de cas :
o Vz € [l1,4], (F) & 2—x >3« x < -1, cequi est impossible,
o Vr €[4, +o0, (E) & Vo >5e x> 25,
donc I’ensemble des solutions de (F) est [25, +o0].
Exercice 4.
(@) Ona: (a+b)* > 4ab < a® + 2ab + b* > dab < a® — 2ab +b* > 0 & (a — b)* > 0.
La derniere assertion est évidemment vraie, donc, par équivalence, la premiere I’est aussi.
(b) D’apres () : (a + b)*(b+ ¢)*(c + a)?® > 4ab x 4bc x 4ca = 64a*b*c?, donc, en passant 2 la racine
carrée : (a + b)(b + c)(c + a) > Sabc.
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g+§+§:1+(1+g> <1+g) (1+%)29.

Exercice 5. L’équation est définie sur D = R\ {0, —a — b}.Ona:

Ve e D 11 1 1 a+b a-+b
rer x+a+b_x+a+b < T z(x +a+Db)
z(r+a+0b)=—ab
2+ (a+b)x+ab=0
(x+a)(z+b)=0
r+a=00uzx+b=0
r=—aoux = —b,
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(c) D’apres (b) : (1—1——) <1+E> (1—1—9) > 8, donc (a+b+c) <—+—+—) :3+2+2+_+
a c a c c a
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donc S = {—a, —b}.

Exercice 6. Soit (a,b,c,d) € R*. Ona:Vr € R, f(z) = (a+bx)*+ (c+dx)*> > 0, donc le discriminant
A du trindme f(x) est négatif. Or :

Vo €R, f(z) = (b* + d*)2* + 2(ab + cd)z + (a* + ¢?),

donc : A = 4(ab + cd)? — (a® + c*)(b* + d*). Donc (ab + cd)* < (a* + ¢*)(b? + d?), donc |ab + cd| <
Va2 + 2V + d2.

Exercice 9.

n

1 1—-54 4 1 4
(a) D’apres la formule des sommes géométriques : Z i 4 1+ = (1 — ) < 3

k=0 4
() d K<Y nl=n+1)xnl=n+1).
k=0 k=0

Exerc1ce10
2k:—|—3 9 2n—12n+12n+3 2n+1)(2n + 3
w)II _@n+1@En+3)

o%k—1 135 2n—-52n—32n—1 3

Exercice 12.

n J n n
o . . . . . . onn+1)(2n+1
© % wii=2 ¥ i ¥ 23 33 in 3 ey - M
0<i,j<n 0<i<j<n  0<i=j<n j=0 i=0 =0 =0
n J n
o o o i n(n+1)(n +2)
O > li—jl=2 > (-i)=2 G—i)=) j(i+1)= 3
0<i,57<n 0<i<ji<n 7=0 =0 7=0

Exercice 13. Soitn € N.

On a directement : I,, + J,, = Z (n) =2,
k=0

et d’autre part,sin > 1: 1, — J, = Z(_l)k(z> —0,
k=0

donc, sin > 1: 1, = J, = 2" ', Par ailleurs, on calcule directement : I, = 1 et .J, = 0.

Exercice 14.

. n n n B
(@) Ona:2 :Z<k)221—n+1,
k=0 k=0
~ (n\ & Y o ny 1
> = .
(b) Soitzx € Ry : (14 2)" ;(k)x > (O)w +(1)x 1+ nx

Exercice 16.

(a)Z(Z):k (Z)xlk X 17k = (14 1)" = 2,
=0

k=0
n—1
— 2n71’
ln(k_l) n
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Exercice 17.
(a) Par récurrence sur n : ’assertion est vraie pour n = p; supposons-la vraie pour un certain n > p,

n+1
k 1 1 2
alors : E ( ) = (n+ > + (n+ > = (n+ );donc I’assertion est vraie au rang n + 1.
— \P p+1 p p+1

(b) Pourp:1:2<lf> -3 k= (”;1> :@,
k=1 k=1

(c) Pourp = 2:2 <§) — Z@ _ (ngl) _ (n — 1)g(n+ 1),d’0f12k2 _ n(n + 1)6(2n+ 1).
k=1 k=1 k=1

Exercice 19. D’apres la formule du bindme de Newton :

(2+V3)" = i <n> V3T et (2 - V3) = Y (") (—1)Fv/3 2nF,

pr k k
o 2+V3)"+(2—-V3)" = i (Z) (14 (=1)%) V3 2
_ ;i | (Z) V3ion k.

. k . N . .
Or, pour tout k& € [0, n] pair, V3" est un entier, donc la derniére somme ci-dessus est un entier; donc
(24 V3)" + (2 — V/3)"™ est un entier pair.

Exercice 20. Soit n € N. D’apres la formule du bindme de Newton :
- n k " n i n
1 2)" = 2 = 2P 2P/2
=R (- 3 ()7 3 ()7
k=0 0<2p<n 0<2p+1<n

donc :

vneN, a,= Z (;;)21” et b, = Z (22?11)2?’.

0<2p<n 0<2p+1<n

On peut vérifier que les suites (a,,) et (b,) sont caractérisées par :

ap=1,00=0,et:Vn €N, a,.1 = a, + 2b,, b1 = a, + b,.



