Lycée Bellevue — Toulouse Année 2026-2027
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. A2
Fonctions d’une variable réelle

Etudier les fonctions suivantes.

a. fllz) = 21‘%27*3 b. f(z) = o(a? — 1)2 c. f(@) = (z+1)%®
d. f(z) = (1 +cosx)sinz e. f(x) =cos?x — 3cosx + 2
f. z(z) =21 — 22 g. f(x) cinildl h. f(a:):llnﬂ

2621—1—1 2 1-—sinz

f. Soit z(z) = zv/1 — a2

Ensemble de définition et réduction.

La fonction z est définie pour tout z tel que 1 — 22 > 0. Cette condition équivaut & 22 < 1 donc &
—1 <z < 1. L’ensemble de définition de z est finalement

D, =[-1,1].
Cet ensemble est symétrique par rapport a 0 et :
Ve €9, z2(—z) = —x/1— 22 = —z(x)

Ceci montre que z est impaire. On peut donc restreindre son étude a lintervalle [0,1] et obtenir le
reste de la courbe par symétrie par rapport a l'origine du repeére.

Dérivabilité et dérivée. La fonction racine carrée est dérivable sur R et

Ve e|-1,1] 1—22>0
Par composition la fonction x — /1 — 22 est dérivable sur |—1, 1[. Par produit avec la fonction z — =
la fonction f est dérivable sur cet ensemble.

On calcule :

Vee|-1,1] fllx)=vV1—-22+z 2 _ 127
’ 2v1—22  V1-—22

On cherche la limite du taux d’accroissement de z en x =1 :

flx) = f(1)  xv1— 22 _ 2(1 - 2?%)  x(l+x)

z—1 z—1 (z—1)V1i-22  1-22

La derniére écriture montre que

R .
r—1 r—1

et donc f n’est pas dérivable en x = 1.

On peut ajouter qu’elle admet une demi-tangente verticale en ce point.
Variations.

On peut écrire :

f(x) >0 — 22°<1 — x? <

On rappelle que 1'on a restreint étude de f & I'intervalle [0, 1], donc :

Ve e[0,1]  f(z)=0 = 0<z <
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Ainsi f est croissante sur [O, %] et décroissante sur [%, 1 [

Ceci peut étre réprésenté par le tableau de variations suivant.

x 0 V2

Tracé.

On obtient un graphique comme ci-dessous.

Le cercle trigonométrique est ajouté comme aide la construction, il permet d’obtenir géométriquement

le point de coordonnées (@, %)
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1. 1+4sinz

h. Soit =—-In—-——
Soit f(z) =5 InT—3%

Ensemble de définition et réduction.

14sinx
l—sinx

Le quotient est défini si et seulement si sinz # 1,

donc si et seulement si x # 3 + 2k7 pour tout k € Z.

Son logarithme est défini si et seulement si }sziﬁi > 0.

Or on sait que :
VreR —1<sinz < 1.

Ceci montre que :
Vre R 1+sinz >0 et 1—sinz >0

-
donc Ve eR\{F+2%r|kez} >0

De plus pour tout z € R\ {5 + 2kw | k € Z} :
1+ si
wzo <— sinz = —1
1—sinx

<— xz—g—i—?k’w keZ.

Finalement f(x) est défini si et seulement si z # 5 + k7 pour tout k € Z.

L’ensemble de définition de f est donc :
@f:R\{g+kw]kez}
Cet ensemble est stable par addition de 27 et comme la fonction sinus est 2m-périodique alors :
Vo e Dy f(z+27) = f(x).
Ainsi la fonction f et 2m-périodique. On peut restreindre son étude a @y N [—m, 7).
L’ensemble % est symétrique par rapport a 0. Comme la fonction sinus est impaire alors :
1. 1+4sin(—z) 1. 1—sinx

1. 1+si
Veed;  f(ez)= sl omT¥) Ly tosmr 1) tAsme

2 1—sin(—z) 2 1+sinz 2 1—sinz —f(@).

La fonction f est donc impaire. On peut restreindre son étude a :

DrN[0,7] = [O,g[u}g,w}.

Variations.

Par quotient et composition la fonction f est dérivable. Sa dérivée est :

1  cosz(l —sinz) 4+ (1 +sinzx)cosx " 1 —sinz

!
Ve €9y f(x)zix (1 —sinx)? 1+sinz
_ cos
- (1 —sinz)(1 +sinx)
1
~ cosx’

La fonction f’ est positive sur [O, g[ et négative sur ]%, 7r].

On en déduit le tableau de variations de f :

T 0 3 T

' (z) 1 + + -1
+00 || +00

0 0
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Pour les limites de f en 5 on remarque que :

1+sinx 1+sinz
Vo € Dy +7.>0 donc lim +7_Z+oo
1 —sinx z—Z 1 —sinx
Ainsi par composition :  lim f(x) = +o0.
=7

Finalement, en utilisant la parité et la périodicité de f on en déduit la courbe suivante.

o[

o[

On définit f : R} — R

T —> Tz,

o

. Déterminer les variations et les limites de f.

o

. Justifier que 'on peut prolonger f par continuité sur R .
. On note f : R+ — R le prolongement obtenu.

o

Cette nouvelle fonction est-elle dérivable ?
d. Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

La fonction f est définie pour tout € RY par f(x) = 2%, donc :

Inz

Vo e R flx)y=e=
a. Par quotient et composition la fonction f est dérivable, de dérivée :

1-Inz me
=3 ¢ -

f'(z)

T

Cette dérivée est positive si et seulement si Inz < 1, donc si et seulement si x < e.

Ainsi f est croissante que ]0, e] et décroissante que [e, +oo[. Son maximum est atteint en e, de valeur
fle) = ee ~ 1,445,

Comme :
. Inz . Inx . .
hrrb — = - et lim —— =0 par croissances comparées
=Y z—+oo I
alors :
hrq)em =0 et lim e= =1
T z—>+00

Ainsi les limites de f en 0 et +00 sont respectivement 0 et 1.
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b.

La limite de f en 0 est 0. Comme cette limite est finie alors on peut prolonger f par continuité en 0
en posant f(0) = 0.
La fonction f est définie par :

f: ]R,J,_ — ]R

Inz .

e = siz>0
Tr —— .

0 siz=0

On sait déja que cette fonction est dérivable sur RY . On étudie sa dérivabilité en 0, en calculant :

f(ZE) —f(O) _ € a2 zelnrlgw
z—0

Vo e Ry

On en déduit :

0

f(x) = f(0)
z—0 z—0
Ceci montre que la fonction f est dérivable en 0, de dérivée f’ (0) =0.

Ceci permet de tracer correctement ’allure de la courbe de f au voisinage de 0, puis celle de f qui est
sa restriction a RY , en enlevant le point d’abscisse 0.

Le courbe de f est :

Y

o=

—
|
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On note :

In(x + 1) z+3
= —" t = —In(x+1
7 e g(z) P n(z + 1)

f(x)

a. Etudier la fonction g.

Démontrer qu’elle s’annule en un unique point « et donner un encadrement de o d’amplitude 1.

b. Montrer que f(a) = %ﬂ
c. Etudier la fonction f.

On donne In2 ~ 0,7 et In5 ~ 1,6.

a. La fonction g est définie sur |—1,4o0].
Par somme et quotient elle est dérivable et :

-2 1 z+3
(x+1)2 z+1  (z+1)2

Vo €]-1,+oo[  g¢'(2) =

Cette dérivée est strictement négative sur |—1, +o00[, donc g est strictement décroissante.

Pour calculer sa limite en —1 on remarque que x +1 > 0si z > —1, donc :

r+3

st T T
De plus zlérglln(x + 1) = —oo donc par somme : wlérglg(x) = +o00.
3
Pour la limite de g en 400 on écrit : g(z) = Lti —In(x +1).

Ceci montre que :  lim g(z) = —o0.

r—+00
La fonction g est continue et strictement décroissante donc d’apres le théoreme de la bijection elle
réalise une bijection de |—1, +oo[ dans |—oo, +00[ = R.
Comme 0 € R alors il admet un et un seul antécédent par ¢ : il existe un unique « € |—1, 00| tel que
g(a) = 0.
Comme g est strictement décroissante on peut ajouter :

Vee]-1,400] ¢gx)>0 <= z<a e gx)<0 = a>0.

On calcule g(3) = % —2In2 ~ 0,1, cette valeur est positive donc 3 < a.

On calcule g(4) = % —Inb5 ~ —0,2, cette valeur est négative donc 4 > a.
On en déduit 3 < a < 4, ce qui est un encadrement de o d’amplitude 1.
b. Comme g(a) = 0 alors

a+3
=1 1).
a1 = e+l
Ceci donne : In 0 )
n(o +
fla) = a+3  a+1l
c. La fonction f est définie sur I = ]—1, +oo[. En effet pour x appartenant a cet intervalle ona z+1 >0
et x+ 3 #0.
Par composition et quotient la fonction f est dérivable et :
z+3 1 g9(z)
Ve el "(z) = < -1 1 ) = )
T f(@) T+ 1 n(z+ 1) (z+3)2  (z+3)?2

Ceci montre que f’(x) est du signe de g(z), donc f’ est positive sur |—1, o[ et négative sur Ja, +ool.

La limite de f en —1 n’est pas indéterminée : ~ lim f(x) = —oc.
>
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Pour la limite de f en 400 on écrit :

1 1+3 1 1 In(1+1
el BN me 1 med)
z(l1+2) r 1432 r+3
. . . . Inz
Par croissances comparées on sait :  lim —— = 0.
x—4+oc0 I
On en déduit : zgr}rloof(x) =0.
Le tableau de variations de f est :
T -1 o 400
f'(@) + -
f(e)
—00
Comme 3 < a < 4 alors f(a) = %—&-1 alors + < f(a) < 1.
On calcule f(0) =0 et f'(0) = 3.
On obtient une courbe comme la suivante :
| 1T
: 1 y=f(z)
1 =1 4 o y) S
, 1z F 4 : ,
-1 0 1 2 3 « 4 r

En repére non orthonormé (échelle des y triple de celle des z) :

y = f(x)

—
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On pose f(z) = ze™ .

a. Donner ’ensemble de définition de f, étudier ses variations et ses limites.
b. Soit g la restriction de f a R%.

Justifier que g est prolongeable par continuité a R4 et étudier la dérivabilité en 0 de ce prolonge-
ment.

c. Démontrer que la droite d’équation y = x — 1 est asymtote & la courbe de f en £oo.

Déterminer la position de la courbe par rapport a cette asymptote.
d. Représenter 'allure de la courbe de f ainsi que ses asymptotes.

Note. Cet exercice utilise les propriétés :

t

—1
lim, < —1 et VieR et=1+t
t—0

La premiere traduit le fait que la fonctio exponentielle est dérivable en 0 de dérivée 1, la seconde est
conséquence de sa convexité.

a. La fonction f est définie en tout x non-nul, donc sur R*.
Elle est dérivable par composition et produit. Sa dérivée est :
z+1
veeR f'(z) = e %

X

Cette dérivée est du signe de %‘H Un tableau de signe montre qu’elle est négative sur [—1, 0[ et positive

sur |—oo, —1] U0, +o0].

Comme —% T) 0 et f(x)= e~ alors par composition et produit de limites :
T—r =00
flz) —— —o0 et fl@) —— +o0.
Tr——00 Tr—+o0
Comme —1—— —oco alorsdeméme: f(z) ——0
z—0t z—01
Pour la limite en 0 par valeurs inférieures on utilise le changement de variable y = —% :
I ~ limwe? = lim -&
zlgbf(x)frlgbxe @ fyirfmfg

Par croissances comparées cette limite est égale & —oco donc :  f(x) —— —o0.
x—0~

Finalement on peut tracer le tableau de variations suivant :

T —00 -1 0 +00
f(x) + 0o - +
/ +00
f(x) e 0
N

b. On sait que liny f(z) =0, donc lin}J g(z) = 0. Cette limite est finie donc on prolonge par continuité la
T z—
fonction g en posant ¢g(0) = 0.

On calcule, pour tout > 0 :

o) —9(0) _ s
x—0
On en déduit : (@) ()
. 9g\r)—g
=0 0

Ceci montre que la fonction g est dérivable en 0 de dérivée ¢’(0) = 0.
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c. On calcule : )
Vz € R* f(z)—(x—l)zx(efi—l)—kl.

En posant t = —1 on obtient :
Lo et —1
f(fC)—(:L“—l):—z(e —1)+1:1_
Comme et;1 —— 1 alors:
t—0
~ et —1
lim (f(z) = (z—1)) =1~ lim —0.

r—+oo t—0 t

La droite d’équation y = x — 1 est donc asymptote a la courbe de f en +oc.

Le calcul précédent donne :
* _1 1
Ve e R f(x)—(x—l):a:(e w—l—i-f)
x
On sait que pour tout t e R: e >14+¢t.  On en déduit :
1 1
Vo e R* e_%Ql—f puis e_%—l—&—f}O
x x
Ainsi :

si x>0
si <0

flx) = (z-1)
fla) = (@ —1)
Ceci montre que la courbe représentative de f est au-dessus de 'asymptote d’équation y = = — 1 si
x > 0 et en-dessous si z < 0.

Vo € R* {

d. La courbe de f admet deux asymptotes : une asymptote oblique d’équation y = x — 1 en +00, comme
nous venons de le voir, et une asymptote verticale d’équation x = 0.

On calcule f(—1) = —e.

On obtient la courbe suivante.
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Démontrer les inégalités suivantes.
a. Vr € R} Inz < vz

. xlnz 1
bv.’EEIR+\{1} O<$2_1 5
c. Vz e Ry (x +1)" > (x4 2)°.

a. Soit f:xz+— /x —Inzx.

Cette fonction est définie sur R, dérivable de dérivée :

Vee Ry  f'(x) 1l e

:2\/5 x 2x

Elle est décroissante sur ]0, 2] et croissante sur [2, 4+00[.

Ainsi elle atteint son minimum en 4, de valeur 2(1 — In2) qui est positif.

Ceci montre que f est strictement positive sur R4 * et donc :
Vo e RY Inz <z

b. On peut écrire :

. rlnz x Inx
Vo e RiA{L) 21 41 w1

est positif sur R%, et la fonction In est du méme signe que = — 1, ce qui montre que :

T

x+1

Le quotient

x Inx

Vo e R\ {1} m+1xm_1

> 0.

Pour la majoration il faut poser

x?—1
2x

Vo € RY g(z) =lnx —

Ceci pour isoler le logarithme, ce qui simplifie les calculs.
Cette fonction est dérivable de dérivée :

x—1)32
Vr € R} () = @
z + g'(v) 9

Cette dérivée est strictement négative sauf en 1 ou elle s’annule donc g est strictement décroissante
sur RY.

Comme g¢(1) = 0 alors g est strictement positive sur ]0, 1] et strictement négative sur |1, +-o00[.

Si z €]0,1] alors 22 — 1 est strictement négatif donc par équivalences :

x? -1 zlnzx 1
<

2—-1 "2

Vrel0,1] g(z)>0 < Ilnz>

Si z € ]1,+o0o[ alors 22 — 1 est strictement positif donc par équivalences :

| rzlnz 1
V. 1 0 <— 1 —_—< =
x €1, 400 g(z) < nz < 215
Finalement on a démontré : | )
zlnx
V. R* 1 0 -
reRL\ {1} < T < 5
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C.

Il faut démontrer :

VeeR,  f(z)>0

ol fl@)=(z+1)n(z+1) —xzIn(z+2).

La fonction f est dérivable sur R, de dérivée :

+1 2
‘() =1 (I ) .
Ve e Ry fi(x)=In o P
On remarque :
1 2
(i)
Ve e Ry fi(z)=In o +a:—|—2
Posons :
h(t) = In(1 — t) + 2t
Si z € Ry alors =5 € ]0, 3]. On étudie donc le signe de h sur Uintervalle 0, 3].

La fonction h est dérivable, de dérivée :

el

0, ﬂ R'(t)

12t
T 1—t¢

Celle ci est positive sur ]O, %], donc h est croissante.

Comme h(0) = 0 alors h est positive sur |0, 1], puis f’ est positive sur Ry donc f est croissante.

Comme f(0) =0 alors f est positive sur R .

Identifier les graphes des fonctions suivantes :

filz)=1-= fo(x) =22

fs(x) = 2 fa(z) =2° fs(x) = Vx

ole) = 5 @)= @+DB-2) @) =s@-De-D@-3)  fl@)=lal

fro(x) = V1 — a2 fu(z) =€®

Note : tous les reperes sont orthonormés.

On remarque que :

fiz(@) =Inz  fiz(z) =cosz  fua(z) =sinz

La fonction f7 est une parabole orientée vers le bas, coupant I’axe des abscisses aux points d’abscisses

—1 et 3.

La fonction fg est une courbe du quatrieme degré, coupant ’axe des abscisses aux points d’abscisses

0,1,2et 3.

On peut démontrer que la courbe de la fonction f1¢ est un demi-cercle.
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Joal o o fa )
//\ \\/
e A D N
fe ) fs
1+-- ‘ |
; \
1 fro
\_ )
fo )
\_ ) 1
fio ) N
\_ )
fs )
\_ J \_
Lo \ ************ 7 i ************* /‘
e \_ )
A I # I\ 7 )
\_ J N\ )
fs D
\_ M J N\ J N\ )

page 12/12



