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_Feuille d’exercices 3
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 2.

o Vr €R, f(—x) = (—2)*+1=2°+1= f(z), donc f est paire.
2 2
e Vy eR, g(—y) = X<( yy)) =7 +yy2 = —g(y), donc g est impaire.

o Vr € R, h(—1x) = sin®(—z) = ( s1n( ))? = sin?(x) = h(x), donc h est paire.
De plus : Vz € R, h(x 4 7) = sin?(z + 71) = (—sin(z))? = sin?(x) = h(x), donc h est m-périodique.

1 1
Vte D, i(—t) = =
e vieD, i(=) cos(—2t)  cos(2t)

Deplus : Vt € R, i(t + ) =

= i(t), donc 7 est paire.
B 1
cos(2(t + 7)) cos(2t))

= i(t), donc 7 est m-périodique.

Exercice 3. La courbe de g est obtenue a partir de celle de f par dilatation de facteur —1 verticalement (c’est-
a-dire par symétrie selon I’axe Ox) puis par translation de 2 unités verticalement.

Exercice 4.
(a) Soitz € R.Ona:

xeDg@geDf@—lg <2& -2<zr<4

Y

N8

donc D, = [—2,4].

(b) La courbe de g est obtenue a partir de celle de f par deux dilatations, toutes deux de facteur 2, selon 1’axe
(Ox) et selon I’axe (Oy).

Exerc1ce 6.
@) R —- R
r = —e "

f: R — o s e L

(b) RN 1+i—w (il s’agit d’une sigmoide)

(c) K Hj : I(;& , la fonction constante égale a 0, est la seule qui convient.
f: R — ) . ) .

(d) 5 0 (les fonctions qui conviennent sont exactement les fonctions constantes)

R - R
© !

r — In|z|

Exercice 8. Comme f, est paire, la courbe de f a pour axe de symétrie I’axe x = a.

Comme f;, est impaire, la courbe de f a pour centre de symétrie le point (b, 0).

Notons = b — a. La courbe de f a alors pour axe de symétrie « inversé » I’axe x = b + J, puis pour centre de
symétrie « inversé » le point (b + 26, 0), puis pour axe de symétrie « non inversé » ’axe = = b + 34.

La fonction f est ainsi périodique de période b + 30 —a = 46 = 4(b — a).

Exercice 9. On procede par analyse-synthese. Supposons qu’il existe f solution. On dérive selon x : V(x,y) €
R?, f'(x +y) = f'(x). Par conséquent, f’ est constante, donc f est affine. Soient a,b € R tels que f(z) =
ax + b. Alors : V(z,y) € R?, a(z +y) +b = ax + b+ ay + b, donc 2b = b, donc b = 0. Donc f est linéaire.
Réciproquement, si f est linéaire, alors f est solution.



Exercice 10.
(a) Supposons f paire. Alors : Vo € R, f(—z) = f(z), donc, en dérivant : —f'(—z) = f'(x), donc f’ est

impaire.
La réciproque est vraie : supposons [ impaire, alors : Vo € R, f'(—z) = —f'(z), donc f(—z) = f(z)+c.
En particulier, f(0) = f(0) + ¢, donc ¢ = 0, donc f est paire.

(b) Supposons f impaire. Alors : Vo € R, f(—z) = —f(x), donc, en dérivant : —f'(—x) = —f'(z), donc f’

est paire.
La réciproque est fausse, par exemple pour f : « — 2> + 1 : f’ est paire, mais f n’est pas impaire.

(c) Anouveau:Vz € R, f(z+T) = f(z), donc, en dérivant : f'(x +T) = f'(x), donc f’ est T-périodique.

Exercice 11.

2 4 21 + 2
(22 +3x +1)%
D; = D; =R\ {-3}.Vz € D, j(z) = x — 2donc j'(z) = 1.

D;=D,=R.Vz € D, i'(x) = —

1 )
T T 3 cos(x) cos(2z) + 6sin(x) sin(2z)
D= D =R\ (§+22). ¥z e D}, l() = .
: ! \ 173 v € Dy, Iz) cos?(2x)
20 — 3 —2 3
D, =R,D, =R\ {1,2}.Vz € D, , m'(z) = i six €]1,2], v sinon.
24/|z? — 3z + 2| 2y/|z? — 3z + 2|
D, =D, =R}.Vz e D], n'(z) = (1+1n(x)) z".
2—2x
ez _ (-2

Dp — [0’2[, DZ/7 :]072[. Vl‘ 6 D;a p/(]}) == 2 —T - \/5(2 I‘)é .
V 2—z B ’

B ;L z ’ ’ _ r xtanx
Dy =D, =R\ (2 + WZ)- Vr € Dy, ¢'(v) <tan(a:) + COSQ(JI))
2
2ze” (In(z) — 1) — = 222" (In(z) — 1) — e”’
D, =D = . D, r'(z) = == '
r = D, =0, e[Ue, +ool. ¥z € D], 1'(x) (In(z) — 12 z(ln(z) —1)?
Exercice 12.
* (1-a)e 1
Dn =Dy, =R ve € Dy, W(w) = =y~

Onpose g : x +— (1 —x)e” — 1, alors g est dérivable sur Ret: Vo € R, ¢'(z) = —2e* <0siz >0,>0

si x < 0. Donc g admet un maximum en 0 égal & ¢(0) = 0, donc g est négative sur R.

Donc : Vz € Dj,, h'(z) < 0. Donc h est décroissante sur R* et décroissante sur R, . De plus, lin% h(z) =
T—

1, donc h est prolongeable par continuité en 0 par 2(0) = 1; donc h est décroissante sur R. Enfin :
lim h(x) =+oocet lim h(zx)=0.

T—r—00 T—>—+00



yz\

e Notons f = cotan. Dy = D} = R\ 7Z. Comme f est 7-périodique, on I’étudie sur 0, 7[. Vo €

2 _ 2 1
10,7, f'(z) = o (x)2 cos™(7) = ———— < 0,donc f est décroissante sur |0, 7[.Ona: lim f(x) =
sin”(z) sin®(x) 20+
+ooet lim f(z) = —oc0.
T—T
yl\
1
—TT 0 1 ™ ?L‘

Exercice 13.
2. (a) Soit f :  — In(1 4 z). La fonction f est définie sur | — 1, +oo] et dérivable deux fois sur le méme
intervalle. On a : Vo > —1, f” (x) = —m < 0, donc f est concave, donc est en-dessous de
x
sa tangente en 0, & savoir la droite d’équation cartésienne y = f'(0)(x — 0) + f(0) = . Donc :
Ve > —1, f(z) <.

(b) On applique la formule précédente a x = :I:g > —1:In (1 + ﬂ) < —, donc <1 + 2) < e etde
n n n

a
n

a a a\—"n
méme In (1 — —) < ——,donc e* < (1 — —) )
n n n



Exercice 14.

vz € R, ¢'(z) = (n— 1)2"*In(z) + 2" 2,

9P (x) = (n —1)(n — 2)z" 3 In(z) + (2n — 3)z" 3,

et plus généralement : Vk < n — 1, Vo € R, g¥ () = apa" 7 FIn(x) + bz F, avec : ap = 1 et
bo =0,et:ar = (n— 1 —k:)aketka :ak—l—(n—l—k)bk

. (n n—1 . . . (n—=Dl(k—n)!
Onaalors : Vo € R*, ¢"(z) = ( ) ,puis : Yk > n, Vo € R*, g®)(2) = (—1)* ( xk)—EH-l ) ;
3 1 3 3"
Ve € R, h(z) = 1 sin(z) — 1 sin(3x), donc A" () = 1 sin™ () — vy sin™ (3x).

Exercice 16. f : © — z + sin(x) est usuellement dérivable sur R, avec : Vo € R, f'(z) = 1 + cos(z) > 0,
= 0 Vx € 7w+ 27Z. Donc [’ est strictement positive, sauf en des points isolés, donc [ est strictement croissante

sur

R. De plus f est continue (car dérivable), donc, d’apres le théoréme de la bijection continue, f réalise une

bijection de R dans f(R) = R.

Exercice 17.

(a)

(b)

(©)

La fonction f : x — v/2x + 3 — 1 est, par translation et dilatation de la fonction /- (qui est usuellement
o e 3
bijective de R, dans R,), bijective de {—5, +00 { dans [—1, +o0|.

xT

On vérifie que la fonction g : © — est définie et dérivable sur R.

efe™™ — (" +2) x (—e™7)

Ona:Vz eR, ¢'(z) =

=2¢e"(1+€%) > 0.

6—21
La fonction g est donc strictement croissante et continue (car dérivable) sur R. Donc, d’apres le théoreme
de la bijection, g réalise une bijection de R dans g(R) = } lim g(z), lirf g(z)| =]0,4o00].
T——00 T—r+00
On vérifie que la fonction h : z +—> T+ ] est définie sur R et dérivable en tout point de R*.
x
Ona:Va <0, hiz) = — 14— done I(z) L oo
na:vxy ) = = — —, donc )= — ,
’ 11—z 11—z (1— )2
x 1 1
t:Vr >0, h(z) = =1———,donch'(z) = — >0,
et: Vo >0, h(x) T2 T dome (x) e

et, de plus, la fonction h est continue en 0; elle est donc strictement croissante sur R.
Comme la fonction A est strictement croissante et continue sur R (car continue en 0 et dérivable en tout
point de R*), d’apres le théoreme de la bijection continue, elle réalise une bijection de R dans h(R) =
lim A(z), im h(z)| =]—1,1].
T—r—+00

T—r—00

Exercice 18.

(a)

(b)

T

Soit z € R. Le nombre f(x) est défini lorsque ‘ > 0, c’est-a-dire (¢ +1 > Oete” —1 > 0) ou

et —1
(e"+1<0ete’ —1<0),c’est-a-dire (x > 0) ou (impossible). Donc Dy = R,
. . &1 2e*
Par un calcul direct : Vo € RY, f(f(z)) =1In | < In o ) =% donc f o f = Idg:.
er—1

Comme f o f = Idg«, f est bijective de R? dans R, de réciproque f ~! = f:la fonction f est une
involution.

Exercice 19. Comme la fonction u n’est pas continue (en aucun point de [0, 1]!) ni monotone, on ne peut pas
appliquer le théoreme de la bijection. On revient donc a la définition d’une bijection :

Soit y € [0, 1]. On veut montrer que y admet exactement un antécédent dans [0, 1] par u. Soit z € [0, 1]. Par
disjonction de cas :



e siz,y€ Qalorsy =u(r) ey=x<x=y,
e siyeQetxr ¢ Q,alorsy = u(xr) < y=1—x,cequiest impossible (cary € Qet1 —z ¢ Q),
e siy ¢ Qetxr e Q,alors y = u(xr) < y = x, ce qui est impossible (cary ¢ Q etz € Q),
esiz,y¢ Qalorsy =u(zr)cy=1-rcr=1-—y,
donc :
e siy € Q, alors y a exactement un antécédent par u, qui est y,

e siy ¢ Q, alors y a exactement un antécédent par u, qui est 1 — y.
Donc, dans tous les cas, y a exactement un antécédent par u. Donc u est bijective. Par construction, on a :

~ siy € Q
Vy € [0,1], u 1(y)Z{ 1_5 sinyon ’

c’est-a-dire que u! = w.

Exercice 20. Soit f : £ — F une fonction impaire et bijective. Montrer que f ' est impaire. A-t-on un énoncé
analogue pour une fonction paire ? Soit y € F, soitz = f~'(y). Alors y = f(x), donc f(—x) = —f(x) = —v,
donc —z = fCY(—y), donc fCV(—y) = —f~1(y). Donc £~V est impaire.

Dans le cas ou f est paire,ona: Ve € E, f(—z) = f(x), donc, comme f est injective, z = —x, donc x = 0,
donc E = {0}. Il existe donc ¢ € Rtel que f : {0} — {c} (f est donc définie par f(0) = c¢). Sa réciproque
(définie par "V (c) = 0) est alors impaire si et seulement si ¢ = 0.



