Lycée Bellevue — Toulouse Année 2026-2027

MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. B2
Nombres complexes

@ Résoudre les équations suivantes :
b. 22 —iz—1=0

= 6.
. { Z1 + 22 7

a. 2?2 —(14+2))z—-14i=0 c. 22— (1+14)z+2+2i=0

dz+1i=i¢-1) f.2242—i=0

z1z9 = —13
a. A=1 S={i,1+1i}
b. A=3 = {e’%,ei%ﬂ}
c. A=-8-6i=(1-3i)2 S={2i,1—i}
d A=-5+12i=(2+3i)? P={1+i,-1-2i}
e. A=16 S={2+3i,—2+3i}
f. A=1+44

1 V17T+1 V17T -1

=< =-|-1x \/+ + z\/
2 2 2

Déterminer et représenter Ug et Us.

Par propriété :

IUG — {61k§

k:O,...,5} ot

IUS = { GZkZ

On obtient un hexagone régulier et un octogone régulier.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B2 : Nombres complexes

@ Résoudre I’équation : 322* = /3i — 1

Comme v/3i — 1 = 2¢% alors :
1 .2« 1 .-\*
3221 =3i -1 — 24 = —166123 = <*€15>

On en déduit : )
322’4:\/37,—1 <~ Zzieigc ou CEIUAL

Comme Uy = {£1, i} alors 'ensemble des solutions est :

4

1.
y-feber |
2¢ 4 1Ty

1 .2« V3 1. 1 V3 V3 1.1 43
:I:* lf = —_— —. —— ) —— _ —. = — 7 —
26 3} { + +1 1 42,4 7 1

@ Résoudre les équations :
a. e =+3+1i b. " =1—i c. el 4eF =2

Rappelons que pour tous z € C, r € R} et 0 € R :
e* =relf = z=Inr+i0 +i2kr (k€ Z)

On obtient :
1 In2

ya:{1n2+i%+2ikwjkez} yb:{ﬂmkﬂ—

k Z}
4 2 <

9c:{1iz%+2lm keZ}

2
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B2 : Nombres complexes

Calculer les complexes suivants :

3+5i N3 i —i _ (4+34) (3444
B= (1 2) b= (1+3i) c=35+32 3+i d= 54—31';53—413
- . =120
e=1¢'s +ie'3 f:(l“l’i\z/g> g=14+i+2+... 442
9 8 8
h=3 (p)(iv3)* i=3Y (M)E*A+i)s* L= ()1 +i)s*
k=1 k=0 k=0
6 2 3 1
5 5 8 c 2+2 e=1
2e'3 20 20
T
i _ 2¢e T2 _ 210 72T 210 —i T 29 1—
g (\@) (V2e) P=2-vE)
12 Q- ()" 201 +4) i
YT T T a—ya+y 2
9
h= Z( ) 19K 1= (1+iv3)? — 1= (2615)" =1 = 2% — 1= —29 — 1= —513
k=0
8
Z( ) Fa+i)¥ P = (14140 = =1
k=0

8

8 . I
l:Z(—l)k(1+i)8(1+¢)*k:(1“)82(%) 4t M
" k=0 ! 1

k
(1 ((ﬂei%) +1)(2*i) _ 61+ )+ D) _ (AT+160@ =) _
- 24+ - 5 B 5 - 5 Bt

Donner une forme exponentielle des complexes suivants :

a=3-23i b=—5i c=3+V3eT  d=(V6+v2)(—V6+v6i) ==L

a = 3v2e 1 b=b5e i3 c=/3e'% d= 4\/66“117’; e = YL2p it

Démontrer la formule du parallélogramme :
V(z,2") €C? |2+ 217 + |2 = 2|2 = 2(| + |])
puis I'inégalité :
Y(z,2)) € C? 2|+ || < |2+ 2|+ |2 — 2|

. 2 -
Soit z et 2’ deux complexes. La formule |z|” = zZ donne :

etz 42— =+ E+2)+ (2= 2)E—2) =222+ 222 = 2(|2]> + |#/]?)
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B2 : Nombres complexes

L’interprétation géométrique est la suivante :
Dans un parallélogramme la somme des carrés des longueurs des diagonales et égale a la somme des
carrés des longueurs des cotés.

, C
z+z

0

Sur la figure ci-dessus :  OA% + AC? + CB? + BO? = OC? + AB?

Deux méthodes pour démontrer I'inégalité.

Méthode 1.

On remarque sur la figure ci-dessus que OA < OI + IA et OB < OI + IB. Ceci est conséquence de
I’inégalité triangulaire géométrique.

De plus OI = IC, et donc par somme OA+ OB < OI +IC+ 1A+ 1IB=0C + AB.

En terme de complexes on applique les inégalités triangulaires |Z + Z'| < |Z]|+|Z'| et |Z — Z'| < |Z|+|Z']

’ ’
aux complexes Z = % et Z' = 25~ elles donnent :

/ /

z 42 z—z z+ 2 z—z
< t g |=/—=
A e Rl SN
Par somme on en déduit :
z+ 2 z—2
o+ 1] < 2|5 +2] T

L’inégalité est démontrée.
Méthode 2.

On procede par équivalences, en remarquant que les termes de I'inégalité sont des réels positifs.
2l + 12| < |z + 2| + |2 — 2|
= (A +ID* <zt 2]+ =~

= |z|2 + 2|22 | + |z’|2 <z + z’|2 +2|(z4+2)(z =)+ |z — z’|2

2

L’égalité du parallélogramme donne :
= 27| <P+ + 2+ ) (2 — )
= 0+ 12 =20l + 20z + ) (2 — )]
= 0< (2] = [2D? +2/(z+ 2)(z = 2')]

Cette derniere égalité est vraie car tous les termes sont positifs, donc par équivalence I'inégalité de départ
est démontrée.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B2 : Nombres complexes

Représenter I’ensemble des points du plan d’affixe z vérifiant :

a. |z +2i <2 b. |z + 2i| = |z — 6| c. F<argz <}
d. |z]* —2imz =1 e. 20eR f. Im (2%) < 2

On rappelle que si a et b sont deux complexes alors |a — b| est la distance de a & b.

a.

L’égalité |z + 2i| < 2 signifie que la distance de z & —2i est inférieure ou égale & 2.

L’ensemble des complexes vérifiant cette inégalité est donc le disque fermé de centre 27 et de rayon 2.

. Les complexes vérifiant I’égalité |z 4 2i| = |z — 6] sont les complexes & égale distance de —2i et de 6,

donc la médiatrice du segment joignant ces points.

En posant z = x + iy on montre que 1’égalité équivaut a y = 8 — 3z, il s’agit bien de la médiatrice du
segment concerné.

Il s’agit du secteur du plan délimité par les demi-droites partant de I'origine et formant les angles =

; 3
et§
. On calcule :
2] —2imz =1 = zi—iztiz=1 = (z4i)(z—i)—1=1
=  |z4if=2 =  |z—i=42

C’est 1’équation du cercle de centre i et de rayon v/2.

. Si z € C* alors on peut écrire z = re*? avec r € R% et 6 € R. L'égalité 2% € R signifie que 66 est un

s

E.

L’ensemble des complexes tels que 26 € R est donc l'union des six droites passant par I'origine et
formant les angles 0, T, T T 27 e %’r.

multiple de 7, donc 0 est un multiple de

» 67 37 20 3
Posons z = x + iy avec = et y réels.
Alors 22 = 2% — y? + i2xy, donc I'inégalité Im (22) < 2 équivaut a zy < 1.

Si x est strictement positif ceci donne y < %, il s’agit de la partie du demi-plan des x positifs contenant

les points en-dessous de I’hyperbole d’équation y = +

=
Si x est strictement négatif ceci donne y > %, il s’agit de la partie du demi-plan des x négatifs contenant
les points au-dessus de ’hyperbole d’équation y = %
Si x est nul, tous les réels y conviennent donc la droite d’équation x = 0 fait partie de I’ensemble
solution.

a. 1 b. ) C.

=

e. f.
14
"
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B2 : Nombres complexes

Calculer les intégrales suivantes :

I :/ sint dt It :/ sin® t dt I3 :/ sin® ¢t dt I :/ cos 4t sin 3t dt
0 0 0 z

4

w3

27 T %
I :/ cos* tdt I z/ sin? ¢ sin 3t dt I :/ cost cos 2t cos 3t dt
T 0

s,
3

Par linéarisation on obtient :
s

11:{—0054 =2
0

™1 1 sin2t\1™ o«
b= [ 30 —cosaar= (- LX) =7
2 /02( cos 21) 2 2 )], 2
1 1 cos3t\ 1"
Is = —(3sint —sin 3t dt:{f(—?) t )
3 /04( sint — sin 3t) : cost + 3
1 3
2

1 57t
(sin7t —sint) dt = {7 (—CO;7 + cos t)

3
—_
B

2

2m s : 2m
1 1 4t 2t 3
15:/ é(cos4t+40082t+3)d {g(sm 42 —l—cost)} T

1 1 3t T 9
I(,-:/73r Z(sm5t—25m3t+smt {Z( p +COS75>L§ =~

i1 1 /sin 6t sindt  sin2t¢ B 1 T
e [ i contt H Noi.x
7 /0 4(cos + cosdt + cos2t + 1 1 1 + 5 LT + T

@ Calculer les sommes suivantes, avec x réel fixé.

k=0 k=0 k=0

Réponses :
0 six €22
T nT
an =14 sin 2 sin 21) . by, = 2" cos™ — sin —
- sinon. 2 2
sin Z
n—+1 six € rnZ n—+1 six € nZ
Cn = cosnrsin(n+ 1)z n+1 . dy, = sin(n + 1)x . .
" - ( ) + sinon. ' g sinon, si x & %Z
2sinx 2 sinx cos™ x

Calcul de a,,. On écrit :
ap = Zlm (6””) =1Im (Z (e”’)k>
k=0 k=0

Si  est multiple de 27 alors cette somme est égale & Im (n + 1) = 0, sinon :

i(1L+1):1;< it i(n+21)x)

1— ei(n+1)$ e 2 e 2 — €
ap=Im| —— | =Im ~ — —
1 — et els (6_15 _ 625)

. 1 . . 1
[ < imsm(m;)gc) sin %F sm(""'T)z
=Im| e - B

sin sin 3
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B2 : Nombres complexes

Calcul de b, :

b= 3 ) = (S5

k=0

=1Im ((eiI + 1)”) d’apres la formule du bindme

= Im((ei% (ei% —l—e_i%)n)) =Im (( i (2(:05 g))n) =2" sin%cos”%

Calcul de ¢,. On commence par linéariser puis on continue comme pour a,.

Cp = ZM = (Zl +Zcos 2kx )
k=0

k=0
Calcul de d,,. On commence par remarquer que d,, n’est défini que si z € R\ { 5 +km | ke Z}. Ensuite

pour un tel x :
n zkm n eix k
Z cosk kZO coS T

=0

ix

Si x est multlple de 7 alors =1doncd, =n+1.

cos T

1— <=2 — 2z sin x cos™ x
cos T

COoS T

intD)a cos(n+1)z .sin(n+1)x .
e
d, = Re (1 ~ cosntT m) — Re (1 " o ls  'eostia ) _ sin(n + 1)z

Résoudre les équations suivantes dans C.

a. 22—2iz—1+2i=0 i |z iz =1
b. 22— (1+3i)2—4=0 k. 22+ 3z +6[2]?> = 65+ 3i
c. 24+ =3-2 L |z—4] =|z+2i
d. 2* —22%cosf+1=0 (0 €eR) m.8+20=0
e. 422 +8|212-3=0 n 2+ (2-9)234+2+2i=0
f. (2-32-12+(4z—-7)2=0 0. 22 +7+24i=0

Tty =2 p. 1+2)°=(1-2)°
& { xy =148 q 1+224+222+--+22" 142" =0 (ne€N¥)
h. z+iz=1 r. 2—z)"=2" (n € IN¥)
Réponses :
a. A=—8i F={1,2i —1}
b. A =8+6i=(3+1)? S={-1+1i,2+2i}

. A=-35-12i = (1-6i)? F={1+2i,2—4i}

d. A = —4sin?0 = (2isinf)? F= {ieﬂg}

= {&1, i}

£ S={240,1+3i}

LA =32 = (4\/§ei%")2 F={(~1+2i,3—2i),(3—2i,—1+2i)}

®

g

h. Y=o

i g={-1

k. = {1—32 ———32}
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B2 : Nombres complexes

L.

S={3i+(1-2i)x | x € R}
y:{\/éed%%%) ( kz()...5}

m.
n. 4= {i, e”%,eﬂ'%ﬂ, 141, \/iei%, \/567"%}
o. S={£(1+2i),£(2—-14)}
p- y:{itan%’r | 0<k<4}
q =0, u{-1}\{1}
r. = {l—i—itan’%’ | k=0...n—1,k# %}
Détail :
a. 22 —2iz—1+2i=0
Le discriminant de cette équation du second degré est A = —8i.
On remarque que A = 8¢ ~*Z. Ainsi = 2v/2e "% est une racine carrée de A.
Ceci donne 1 = 2 — 2i, puis les solutions sont Q’Et" =i+ (1—1i),donc 1 et 2i—1.
On pouvait voir que 1 est racine évidente, et comme le produit des racines est égal a —1 + 2i, alors
I’autre racine est —1 + 21.
b. 22— (1+3i)2—4=0
Le discriminant de cette équation est A = 8 + 6.
On cherche une racine carrée = a + ib de A avec (a,b) € R
L’équation 72 = A donne a2 — b® + 2iab = 8 + 6i, et comme ||*> = |A| alors a2 + b = 10. Ainsi a et b
sont solutions du systeme :
a? — b =8
2ab =6
a®> + b? =10
On obtient a2 =9, b = 1 et ab = 6. Par exemple 1 = 3 + i convient.
Les solutions de I’équation sont donc 21 = —1 + i et 29 = 2 + 2.
c. z+ 170 =3—-2
Cette équation est définie pour tout complexe z non-nul.
Elle équivaut a 1’équation du second degré : 22 — (3 —2i)z + 10 = 0.
Le discriminant de celle-ci est A = —35—124. Il admet pour racine carrée n = 1 — 64, donc les solutions
sont z1 =14 21 et 20 = 2 — 44.
d. 2* —22%cos0+1=0 (0 eR)
On résout I'équation Z2? — 2Z cosf +1 = 0.
Son discriminant est A = —4sin? 6, lequel admet n = 2isin @ pour racine carrée, donc les racines du
polynoéme Z% —2Z cosf + 1 sont Z; = €' et Zy = ™.
On peut vérifier les formules de somme et produit des solutions d’une équation du second degré :
Z1+ 2y =2cosb et Z1Z5 = 1.
Les solutions de ’équation z* — 222 cos @ + 1 = 0 sont les racines carrées de Z; et de Zs, donc +eis et
+e~i%
e. 422+ 8|21 -3=0

En posant z = x + iy et en identifiant les parties réelles et imaginaires on obtient

2 2 _
422 +8|2)* =3 =0 — {121: Ay =

3
Ty 0

Ainsi z = 0 ou y = 0. Dans le premier cas on obtient y = :I:? et dans le second cas on obtient
r =41
2

Les solutions sont donc %, —1, @ et —?.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B2 : Nombres complexes

f. (22-32-1)22+(42z-7)2=0
Attention, développer l'expression (2% — 3z — 1)% + (42 — 7)? ne permet pas de résoudre 1’équation. On
aboutirait & une équation du quatriéme degré que I'on ne sait pas résoudre.

Il vaut mieux utiliser I'identité remarquable :

(2 =32—-1)2+ 4z —7)2 = (2 = 32— 1)? —i?(42 — 7)?
= (2% =32 —1)% — (4iz — Ti)?
= (22— (3—4i)z —1—Ti)(2* — (3 +4i)z — 1+ Ti)
Ainsi :
22— (3-4i)2—1-Ti=0 (E)

(22 =321+ (42-7)%*=0 = ou
22— (34+4i)z—1+T7i=0 (Es)

Il faut donc résoudre ces deux équations du second degré.

On constate qu’elles sont conjuguées :

2—(3—4i)2—1-Ti=0 =  2-(3—-4i)z—1-Ti=0 <  Z—(3+4i)z—147i =0

Ceci montre que les solutions de (Fs) sont les conjuguées de celles de (Ey).
Le discriminant de I’équation (F7) est A = —3 + 44, il admet pour racine carrée n = 1 + 2i, donc les
solutions de (E7) sont 21 =2 —i et 20 =1 — 3i.
Les deux autres solutions de I’équation de départ sont z; =2+ et zo0 = 1 + 3i.
{ Tty =2
& zy =148
On vérifie quun couple de complexes (z,y) est solution de ce systéme si et seulement si z et y sont les

deux racines de I’équation
22 —2241+48i =0

Le discriminant de cette équation est A = —32i.
Comme A = 32¢%3 = (41/2¢7%%)? alors il admet pouir racine carrée n = 4v/2e7*7 = 4(1 — 7).
On en déduit les solutions z; = —1 + 2i et z; = 3 — 2¢, donc 'ensemble des solutions du systéme est
F={(—1+2i,3—2i),(3 — 2, —1+ 2i)}.
h.z+iz=1
En posant z = x + iy ou z et y sont des réels, cette équation donne (x — y) + i(x — y) = 1, puis par

identification : {x —y=1
z—y=0.
Ce systeme n’admet pas de solution, donc I’équation proposée n’en admet pas non plus.
jo |zl +iz=1
Cette équation équivaut & iz =1 — |z|, ce qui implique que iz est réel, donc z est imaginaire pur.

On pose donc z = iy avec y € R, ce qui donne |y| —y = 1.

Si y est positif cette équation n’a pas de solution, si y est négatif alors y = f%.
On vérifie que z = —3i est bien solution : |z| —iz = £ + 4 = 1.
L’ensemble des solutions est donc & = {—%z}
k. 22+ 3z + 6|z|> = 65 + 3i
On pose z = x + iy.
Par identification on montre que y = —3 et x est solution de I’équation 622+ 5x — 11 = 0, ce qui donne

_ 1

r=1loux= %
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B2 : Nombres complexes

L |z—4|=|z+ 2i
Méthode 1. L’ensemble des solutions est la médiatrice du segment [AB] ou A et B sont les points
d’affixe 4 et —2i.
On calcule I’équation de cette droite : y = 3 — 2x.
Donc les solutions sont les points d’affixes « 4 (3 — 2z), ol = parcourt R.
Méthode 2. On pose z = x + iy ou = et y sont réels.

Par équivalences :

|z — 4| = |z + 2i] = |z —4)? = |z + 2i]?

= (z—=4)(z—4)=(2+2i)(Z — 29)

= d(z+2)—2i(z—2) =12 = 20 +y =3
On obtient : ¥={z+i(3—-2z) | =z € R}.

m.8+25=0

L’équation donne z
Comme —8 = 8¢'™ alors une racine 62me de —8 est b = /8¢’ = /2¢'% .
Alors les racines 6°™ de a sont les b( ot ¢ parcourt Us.
Comme Ug = {e™*3 | k=0,...,5} alors on obtient

= {\/iez%, V2i, \/iei%r7 \/iei%r7 —V/2i, V2

n. 254+ (2-9)22+2+2i=0
On résout I'équation : Z2 + (2 —i)Z + 2 + 2i.
Le discriminant est A = —5 — 124, on montre que 7 = 2 — 3i en est une racine carrée, donc les racines
de Péquation : Z2 + (2 —i)Z + 2+ 2i sont Z; = —2+ 2i et Zo = —i.
Les racines de 1’équation de départ sont les racines troisieme de Z; et de Zs.

On remarque que Z; = 2V/2e! % = (\/ie’%)s, et Zy = ' = (ei%)B.

6 — _8. Il s’agit donc de calculer les racines 62™es de —8.

j2m  am .
Comme Uz = {1, e's e } alors ’ensemble des solutions est
. j1ix jlox . ;7x 1w
S = {1Jrz,\f26z 2, \/2e' 13 4, e' 8, el }

0. 24+ T7+24i=0
Les solutions de cette équation sont les racines 4°™es de —7 — 244.
On calcule les racines carrées de —7 — 247 : on obtient 3 — 47 et —3 + 4.
On calcule ensuite les racines carrée de 3 — 4i et celles de —3 + 4.
On obtient 2 — ¢, =244, 1 + 2i et —1 — 24.
Do (L4 2)° = (1 - 2)°
Méthode 1. On utilise les racines 52™es de 'unité.

Tout d’abord 1 n’est pas solution, cas 2° # 0. On en déduit :

5
(1+2)°=(1-2)° Gti) =1 = T:zetus
OnsaitqueTU5:{e“€2?w k::(),...,4}.
Soit ¢ = ¢™*F ot k € {0,...,4}. Alors :
ol = lta=(-G o= D) =C-1
Comme ( est racine 5°™¢ de 1'unité alors ¢ # —1 (en effet (—1)5 = —1 # 1), donc :
1+2 -1
li—z:C = Z:gﬁ
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Grace a I'angle moitié on calcule :

(—1 ¥ 1 5 _e=*F  jsin (k) tan (kz)
T ik2z T kT —ikT T T\
C+1 kT 41 e*s 4 e s cos (k) 5

On en déduit I'ensemble des solutions :

Méthode 2.

On développe les termes de I’équation grace a la formule du binéme :

(1+2)°=(1-2)° = 145241022 1023 +52* +2° =1 - 5241022 —102° + 52* - 2°
— 25 4+102° +52=0

Cette derniére équation s’écrit :  2(2* + 1022 4+ 5) = 0

Les solutions de 1’équation du second degré Z? +10Z +5 =0 sont Z, = —5 — 25 et Zy = —5 4+ 2/5.

Elles sont négatives, donc leurs racines sont +iv/5 + 25 pour Zy et £i\/5 — 25 pour Zs.

L’ensemble des solutions est donc :

g {O,i\/5+2\/5,—i\/5+2\/5,i\/5—2\/5,—1'\/5—2\/5}

Remarque. Les deux méthodes ci-dessus ne donnent par les mémes expressions des solutions.

s

Comme la fonction tan est strictement croissante que [O, 5 [ et sur ] 7 7r] on peut identifier les solutions,

ce qui démontre que :

2
tan0 =0 tangz 5—2vV5 tzam??T 5+ 25
3 4
tan%z—\/S—i—Q\/g tang —\/5-2v5

14224222 442" =0 (neNY)

Par équivalence :

142242224+ 422" 142" =0 — A+2)A4z+22+---+2""H =0

On constate que 1 n’est pas solution, car 2n # 0. On peut donc écrire :

vz e C\ {1} (1+2)A+z+2"+--+2""1) =0
1—-2"
1 -
— ( +z)1_z 0
= (z+1(z"—-1)=0 = z=-1 ou z"=1

L’ensemble des solutions est donc ¥ = U, \ {1} U {-1}.

Si n est pair alors —1 est déja dans ’ensemble U,.

On peut vérifier par exemple que si n = 1 alors ¥ = {—1}
sin =2 alors = {-1}
sin =3 alors ¥ = {—1,j,j2}
etc.

(2= =2m (n € IN¥)

On remarque que 0 n’est pas solution, car 2™ # 0. Alors par équivalences :

2—z\" 2
Vz e C* (2—2)"=2" = ( z) =1 = -—-1€0,
z z
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Soit ¢ € U,,. Alors :

2
-—1= = 2=01+¢)z
z
Si ¢ = —1 alors cette équation n’a pas de solution.
Si ¢ # —1 alors :
2 2
S-1= = =—
z ¢ ‘ ¢+1
Comme ¢ est une racine n®™¢ de 1'unité alors il existe k € {0,...,n — 1} tel que ¢ = etk

Comme 7 # —1 alors k # 7. Cette contrainte n’a lieu que si n est pair.

Alors : "
2 2 2e~ k% S (kZ) —idsin (kX
= — = ,i '£2c05( ) —isin ( ")zl—itan(kz>
<_|_ 1 ezk,—L +1 e_an + e’kn CcOS (k%) n
L’ensemble des solutions est donc :
y:{1—itan(kf)‘kzo,...,n—1, k;éﬁ}
n 2

On peut ajouter que cet ensemble est en fait :
n
&= {1+z‘tan(l£) \ k=0,...,n—1, k;éf}
n 2
On peut démontrer ceci grace au changement d’indice j = n — k, car la fonction tangente est impaire

et m-périodique.

Soit j = ¢'% . Résoudre le systéme d’équations :
z+ y+ z=2
r+ jy+ j%z

Il
o

T+ jly+ jz=e'%

Notons (S) ce systéme.

Les opérations élémentaires (Lo <~ Lo — L) et (Ls < L3 — L) donnent :
T + Yy + z =2
(5) =1y + (% — 1)z = eiF —2
P=Dy+ (G-Dz=e"5 -2
On remarque que (j2—1) = (j—1)(j+1), ce qui nous amene & appliquer l'opération (Lz < L3 —(j+1)Lz).

On remarque que j + 1 = €' : soit par le calcul direct, soit géométriquement. Ainsi (j + 1) = j et :

G-D-0G+DE-)=0-DA-0G+1)*)=-(G-1)
(75 —2) —(j+1)(e'F —2) =e "8 —2—j+2j+2=e"'5 +5=0
Ceci donne :
T+ Y+ z=2
(5) <= (G—Dy+ (G?—1z=eF -2
- -1%=0

Les opérations (L < ﬁLg), puis (L1 < Ly — L3) et (Ly < Ly — (5% — 1)L3) donnent :

[\

T+ Y =
(5) G-y =
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On conclut avec les opérations (Lg j%ng) puis (Ly + Ly — La).

;T 2, .V3
iz —2443

On calcule &2=2 = =32 — 1 donc :
j—1 _%_H@

r=1
(8) = y=1
z=0

Le systéme & admet donc pour unique solution le triplet (1,1,0).

@ Soit w une racine 5°™¢ de 'unité différente de 1.

4
a. Calculer Y w*.
k=0

b. Soit 21 = w + w?* et 20 = w? + w3. Démontrer que z; et 2 satisfont 'équation 22 + 2z — 1 =0.

c. En déduire les valeurs de cos %’r et cos %”, puis celle de cos £.
4
crrs k 1-— w5
a. Comme w est différent de 1 alors : E W= .
k=0

4
Comme w est une racine 5°™¢ de Punité alors w® = 1 donc : E wh =0.
k=0

b. On calcule : 2} = (w+ w4)2 = w? 4 2w’ + wb.
Comme w® =1 alors : 27 = w? + 2+ w3.
4
On en déduit : zf—l—zl — 1=+ +wtuwt+1 =Zwk
k=0
D’aprés la question précédente : 22 + z; — 1 = 0.

De méme : 23 = (w2+w3)2:w4+2w5+w6:w4+2+w.
4

Donc : z%—&-zg—l:Zwk:O.
k=0

Ainsi z; et 2o satisfont I’équation 22 + 2 —1=0.

-1+5
SRR
Posons w = €%, et 21 = w + w?, 20 = w? + wd.

c. Les solutions de I’équation ci-dessus sont

Alors w est une racine 5°™¢ de l'unité différente de 1, donc z; et zo sont solutions de I’équation
224+ 2 —1=0, et ainsi ils prennent 1'une des valeurs _1%‘/5 et _1%‘/5

D’autre part :

P27 . 87 27 _i2m
21 =w4wt =T 465 =€t 4 e :20052?7r
s - 67 s 47 - 47
22:w2—|—w3:e’T+el?:eZT+e*ZT:2cos%”
C ¢ [0,2] et 4= € [Z,7] al 2m > 0 et cos T <0, d = 5ol of 2y = =51
omme = € |0, 5] et - € |F, 7| alors cos £+ > 0 et cos F* < 0, donc 21 = ¥5— et 20 = =5, ce
qui donne :
21 V51 . 47 —/5-1
cos — = e cos — = ————
5 4 5 4
Comme %zﬂ—‘% alors cos%:—cos%7T donc :
T VE+1
cos — =
5 4
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Soit m un entier naturel strictement positif.

a. Soit p et ¢ deux réels.
Déterminer le module de e? — e,
b. En déduire la distance entre deux racines n-émes de I'unité consécutives.
c. Calculer le périmetre puis I'aire du polygone régulier formé par les racines n-émes de 'unité.
d. Donner les limites du périmetre et de Iaire calculés précédemment lorsque n tend vers +oo.

a. La factorisation par I’angle moitié donne :

- . -ptaq -p—q a—p D .. -
le? —e'l| =le" 7 ("7 —e 2 )| =|e""7 | x [2isin ‘
:ptq .
Comme |e’ 2 ’ = |i| = 1 alors :
i i .. P—q
|e”’ - elq| = 2sin
2

b. Deux racines n-émes de 'unité consécutives sont de la forme :
i 2m ; 2m
C _ ezk = ot CI _ ez(kJrl) T

ou k est un entier. La distance entre ces deux racines est le module de leur différence :

I —¢| = eilk+1)2E _ Jik32E
On applique la question précédente avec p = (k + 1)27:r et q = k%ﬂ Alors p — q = 27”, cet angle est
compris entre 0 et 27, donc la réponse attendue est :

¢/ — ¢ =2sin~
n

Application graphique. Soit A et B deux points consécutifs sur le polygone régulier formé par les
—
racines de 'unité. Alors A et B sont sur le cercle unité, et 'angle (OA, (ﬁ) mesure 27,

n

B B
C

B}

%) ’ 19) ’

Soit C' le milieu du segment [AB]. Le triangle OAB est isocele (car OA = OB = 1) donc langle
51 oc o 51 0B . N

(OA7 0] ) est la moitié de 'angle (OA, 0] ), donc il mesure 7.

De plus la droite (OC) est la médiatrice du segment [AB], donc elle lui est perpendiculaire.

On en déduit : sin 7 = ’g—g

Finalement, comme C' est le milieu du segment [AB] alors AB = 2AC = 2sin T

puis AC =sin 7.

c. La distance calculée dans la question précédente est la longueur de chaque co6té du polygone régulier
formé par les racines n-emes de 'unité. Ce polygone contient n c6tés donc sa circonférence est :

LT
C,, = 2nsin —
n

L’aire du triangle OAB ci-dessus est %AB x OC = sin 7 cos 7 = %sin

triangles semblables donc son aire est :

2w

n

. Le polygone contient n

2
Anzﬁsin—ﬂ-
2 n
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d. On peut écrire :
sin *
n
3
n

La limite de 7 lorsque n tend vers U'infini est 0, donc par composition de limites :

C,, =2m

.o .
i S - — & sSinuw

11m e = 111m
n——4oo " u—0 U

=1

Ceci montre que la limite de C,, lorsque n tend vers +oo est 27 :

lim C, =2«

n—-+oo

Cette longueur est la circonférence du cercle trigonométrique, ce qui se comprend bien puisque le
polygone régulier a n c6tés inscrit dans ce cercle tend vers ce cercle lorsque n tend vers +oo.

Pour laire on écrit :

A, =m

De méme que ci-dessus on obtient :

lim A,=m
n—-+oo

Effectivement cette aire est celle du cercle trigonométrique.

Soit z un complexe différent de 1.

z+1

27 est-il

a. A quelle condition nécessaire et suffisante le complexe
(i) réel?
(4i) imaginaire pur?
(4ii) de module 17

b. En considérant les points A, B, M d’affixes respectives 1, —1, z, retrouver géométriquement les
résultats des questions (7) et (%ii) ci-dessus.

Quelle théoréme démontre-t-on grace au (7)?
a. On utilise les propriétés :
zeER <+—= z==z ze€iR — Zz=-z zelU <= =z2zz=1

(i) Soit z € C\ {1}. Par équivalences :

z+1 <z—|—1) z+1 z+1 z+1
eR = <=

z—1 = z—1 z—1 z—1 z—1

= E+D(z-1)=(+1(z-1) = Z=z

Ceci montre que 2EL est réel si et seulement si z est réel.
z—1

(#) De méme :

z+1 (z—f—l) z+1 z+1 z+1
€ 1R <— = — — - = _
z—1 z—1 z—1 z—1 z—1
= EZ+1)(z—1)=—(z+1)(z-1) = zz2=1
Ceci montre que f_rl est imaginaire pur si et seulement si z est de module 1.
(#it) Toujours par équivalences :
z4+1 z4+1 z4+1 z4+1 z+1
ceU = X =1 = — X =1
z—1 z—1 z—1 z—1 z-1

= EHDE+D=(:-1)(E-1) =  i=—2z

Ceci montre que 21 est de module 1 si et seulement si z est imaginaire pur.

z—1
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b. Soit A, B, M les points d’affixes respectives 1, —1 et z.
— —
Alors z + 1 est I'affixe du vecteur BM et z — 1 est celle du vecteur AM.
Par propriété :
z+1

—_—
T AM et BM sont colinéaires
. —

Les points A, B, M sont alignés
Le point M appartient & la droite (AB)

z est réel.

eR

I

En effet la droite (AB) est l’axe des réels.

Ceci démontre de nouveau le point (7).

De méme :
z+1
z—1

eU — AM = BM
<= Le point M est sur la médiatrice du segment [AB]

— z est imaginaire pur.

En effet, la médiatrice du segment [AB] est I’axe des imaginaires purs.

Ceci démontre de nouveau le point (7).

Enfin :
1 - =
z +1 ciR = AM et BM sont orthogonaux
- —
— Le triangle ABM est rectangle en M
Et zeU <= M est sur le cercle trigonométrique,

c’est-a-dire sur le cercle de diamétre [AB].

Le point (%) démontre donc le théoreme : Soit A et B deuz points distincts. L’ensemble des points M
tels que le triangle AM B est rectangle en M est le cercle de diamétre [AB].

¢
N

M
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=

A tout point M d’affixe z différente de 1 on associe le point M’ d’affixe 2/ = 2=

N=3°

2/ -1
z—1
b. En déduire une construction géométrique du point M’ connaissant le point M.

!’
a. Démontrer que est réel et que £ *11 est imaginaire pur.
P

c. Quel est le module de 2’7

a. On calcule :

z'—l_f:;*l z2—2472 z4+7Z—2  2Re(z) -2

z—1 z—1 (z=1)(1-2) z4+2-1-22 2Re(z)—1- 2]

Ceci montre que 221:11 est réel.
De plus :
z’—i—l_i:éJrl_ z—Z B 2iIm(z)
z=1  z-1 (2=1)1-2) 2Re(z)-1-|2
Ceci montre que Zz/fll est imaginaire pur.

b. Soit A et B les points d’affixes respectives 1 et —1.

2/ —1 4 —> a7 inéal 3 !
Comme Z— est réel alors les vecteurs AM’ et AM sont colinéaires, donc les points A, M et M’ sont
alignés.

Ceci montre que M’ est sur la droite (AM).

241 . . Vv_? - .
Comme 2= est imaginaire pur alors les vecteurs BM' et AM sont orthogonaux, donc les droites
(BM') et (AM) sont perpendiculaires.

Ceci montre que M’ est sur passant par B orthogonale & la droite (AM).

Finalement M’ est le projeté orthogonal de B sur (AM).

’ /A\
M

c. On calcule :

2 z—1 z—1
/| — _

1

|z — X
1—-2z 1-—z2

Ceci montre que 2’ est de module 1.

Effectivement, en accord avec le théoreme démontré dans I’exercice précédent, M est sur le cercle de
diametre [AB], qui est le cercle trigonométrique.
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Soit z un complexe non-nul et différent de 1, et A, B, C les points d’affixes respectives z, 22 et

23.

a. Démontrer que A, B, C sont alignés si et seulement si z est réel.
b. Démontrer que le triangle ABC' est rectangle en A si et seulement si z admet —1 pour partie réelle.

c. Donner de méme une condition nécessaire et suffisante pour que le triangle ABC soit rectangle en
B.

a. Les points A, B, C sont alignés si et seulement si les vecteurs ﬁ et m sont colinéaires, donc si et

seulement si ;*Z est réel.

—z

Remarquons que ce quotient est bien défini, car 22 — z = 2(z — 1) et z est différent de 0 et de 1.

22—z _

On calcule =% = 2 + 1, donc A, B, C sont alignés si et seulement si z + 1 est réel, ce qui équivaut a
z réel.

Effectivement si z est réel alors 22 et z® sont réels donc les points A, B, C sont alignés.
On a prouvé que dans tous les autres cas les points A, B, C ne sont pas alignés.
b. Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si les vecteurs xﬁ et ﬁ sont orthogonaux, donc

25—

si et seulement si == est imaginaire pur.

Cette propriété s’écrit z + 1 € iR, donc z = —1 + iy avec y € R, ou encore Re(z) = —1.

2

Par exemple si z = —141i alors 22 = —2i et 2> = 2424, on constate bien graphiquement que le triangle

ABC est rectangle en A.

c. . Le triangle ABC' est rectangle en B si et seulement si
alors cette condition signifie que z est imaginaire pur.

2322 2322

z—22

est imaginaire pur. Comme

=22 — A

Par exemple si z = i alors 22 = —1 et 23 = —i, le triangle ABC est rectangle en B.

Quel est ’ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tels que
a. les points d’affixes z, 22 et z* soient alignés ?

b. les points d’affixes z, % et (z — 1) soient alignés?

a. Les complexes z = 0 et z = 1 satisfont la condition.

Supposons que z est différent de 0 et 1.

. . 7 . . 4_ 7 . .
Alors les points d’affixes z, 22 et z* sont alignés si et seulement si Z—= est réel. (On aurait aussi pu
1, 4_ 2 2__4
considérer £=%- ou £ =%-)
zZ—z zZ—Zz
4
Or: %:22+z+1.

On pose z = x + iy avec = et y réels. Alors 22 + z+1 =22 —y? + 2+ 1 +iy(2z + 1).

Ceci montre que 22 + z + 1 est réel si et seulement siy = 0 et x = —1.

2
Ainsi z, 2% et 2% sont alignés si et seulement si 2 est réel ou Re(z) = —%.
11 est effectivement évident que si z est réel alors z, 22 et z* sont alignés car dans ce cas ils sont tous

réels. Par contre il est moins évident que c’est le cas si Re(z) = —%.
L’ensemble solution est : =R U (f% + Z'IR).
b. Dans cette question on suppose que z est non-nul.

1
Les points d’affixes z, % et (z —7) sont alignés si et seulement si ﬁ est réel.

1i_, 122
Or m—l P
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Un complexe est réel si et seulement s’il est égal a son conjugué. Par équivalences :

1—22 1— 22 1— 32
i 2 eR = i =i F =  (1-2F=-(1-)
z z z
=  z+z=23>2+3%) =  (z+)(f-1D=0
= zZ=—z ou |z =1 = z€iR  ou zeU

L’ensemble solution est donc ¥ =iR U U \ {0}.

Soit ABC' un triangle noté dans le sens direct, a, b, ¢ les d’affixes respectives de A, B, C'. On
note j = s,

Démontrer que la triangle ABC' est équilatéral si et seulement si :

a+jb+ j%c=0.

Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si :

c—a iz
= e’'3
b—a
Par équivalence :
cC—a % s %
2 =¢'3 = (1—e'S)a+esb—c=0
—a
s P27 . s R 1z
— (6’§ —e'3 Ja+jb—e€'3sc=0 en multipliant par e'3

i ;27 i T .
On calcule €'5 —ei5 =1 et —e'5 = j2, donc :

c—a

b—a

=¢'% = a+jb+j%c=0

Il s’agit du résultat attendu.

Soit A, B, C trois points d’affixes respectives a, b, c. Soit A’, B', C’ les milieux des cotés opposés
aux points A, B, C.

Soit G le point d’affixe g = %(a + b+ ¢), appelé centre de gravité du triangle ABC.
a. Démontrer que A, A’, G sont alignés, de méme que B, B’, G et C, C’, G.

b. En déduire que G est l'intersection des trois médianes du triangle ABC, i.e., des droites reliant les
points de ce triangle au milieu de leurs co6tés opposés.

On note a’, b, ¢ les affixes des points A’, B’, C’, donc :

b+c a+c a+b
I: b/: /:
T 2 “T
a. On calcule :
g—a B a+g+c —a B b+c—2a B 9
CL’*G,_ %_a - b+c2—2a _g

. ? 2 —g . / . /
Ceci montre que AG = $AA’, donc les points A, A’, et G sont alignés.
De méme on montre que B, B’, G sont alignés et C', C’, G sont alignés.

b. Nous venons de démontrer que G est sur les droites (AA"), (BB’) et (CC"), donc G est 'intersection
de ces trois droites.
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En utilisant les résultats des deux exercices précédents, démontrer le Théoréme de Napoléon :
Soit ABC un triangle. On construit les points A’, B’, C', U, V, W tels que :

o A/CB, ACB'’ et AC’'B sont les triangles équilatéraux extérieurs a ABC
e U,V et W sont les centres de gravité respectifs de ces triangles.
Alors le triangle UVW est équilatéral.

On note a, b, ¢, a’, V/, ¢/, u, v, w les affixes respectives des points A, B, C, A’, B, C', U, V, W.
On suppose que le triangle ABC' est dans le sens direct, ce qui ne change pas le résultat.

Par construction les triangles A’C B, ACB’ et AC'B sont directs, et comme ils sont équilatéraux, d’apres
I’exercice 16 :

d+je+i2b=0 a+jc+5W =0 a+jd+;5*=0
Comme j3 =1 on en déduit :
a/:7j07j2b blifjaszc C/:7j2a7jb

Les points U, V, W étant les centres de gravités des triangles respectifs A’/CB, ACB’ et AC'B :

_ad +b+e U_a+H+c w_a+b+d
N 3 B 3 B 3
On en déduit :
LA =der -y (-jat(-jc (1= jb+(1-j%a
N 3 N 3 N 3

On peut maintenant calculer :

w4 ju+ j2w = [(1 —j)e+ (1 —jz)b—l—j((l —ja+(1- jZ)c) —|—j2((1 — b+ (1 —jZ)a)]

Wl Wl

(L=fe+ 1 =2b+(G—5%)a+ (G —De+ (5 —1)b+ (5 —j)a) =0

Comme u + jv + j2w = 0 alors d’aprés I'exercice 16 le triangle UVW est équilatéral.

page 20/20



