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Il est fort probable que la numérotation des paragraphes utilisée ici ne corresponde pas à celle du cours déjà
traité mais la matière, elle, est parfaitement cadrée.

1 Intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux

2 Intégrales généralisées : Premières propriétés

3 Absolue convergence

3.1 Le théorème fondamental

3.2 La semi-convergence
Comme pour les séries on dispose du concept de semi-convergence ; ce dernier reste marginal dans le pro-
gramme.
On considère I un intervalle semi-ouvert ou ouvert non vide et f ∈ CM (I,K).

Définition 1 L’intégrale généralisée
∫︂

I
f est semi-convergente si elle converge sans converger absolument.

Exemple 1 L’intégrale de Dirichlet
∫︂ ∞

0

sin x

x
dx en est le prototype (exercices 46 et 47 du TD 5) mais sa

non convergence absolue ne se révèle pas aussi simple que cela à prouver.

En revanche et si (a, α) ∈ (R∗
+)2, il est assez aisé de prouver que :

Proposition 1 i)
∫︂ ∞

a

eix

xα
dx est ACV ssi α > 1.

ii) Elle est semi-convergente sinon.

Preuve 1 i) La convergence absolue ou non résulte de la règle de Riemann en +∞.
ii) Prenons α ≤ 1. Par intégration par parties généralisée (primitivant l’exp, les fonctions en jeu de classe
C∞ sur notre intervalle et le crochet généralisé possède du sens, limite nulle en +∞), notre IG est de même

nature que
∫︂ ∞

a

eix

xα+1 dx qui converge absolument par le i) donc....



4 intégrabilité
Ici I est un intervalle non trivial quelconque.

4.1 Généralités
Définition 2 (Intégrabilité )
Convenons d’appeler intégrable sur un intervalle I toute fonction f ∈ CM (I,K) telle que l’intégrale généra-
lisée ou pas

∫︂
I

|f(t)|dt ait du sens.

Leur ensemble se note L1(I,K) .

Remarque 1 Sur un segment toute fonction contninue par morceaux y est intégrable sinon l’intégrabilité
équivaut à l’absolue convergence.

4.2 Exemples
On reformule dans ce nouveau contexte la notion d’intégrale généralisée de référence.

4.2.1 Intégrales généralisées de Riemann et filiation

α étant un réel :

Proposition 2 o) t → 1
tα

est continue et positive sur R∗
+.

i) L’intégrale généralisée
∫︂ ∞

1

dt

tα
converge si et seulement si α > 1.

ii) L’intégrale généralisée
∫︂ 1

0

dt

tα
converge si et seulement si α < 1.

Autrement dit :
Corollaire 1 a > 0 étant donné :
i) t → 1

tα
∈ L1(]0, a]) ⇐⇒ α < 1.

ii) t → 1
tα

∈ L1([a, +∞[) ⇐⇒ α > 1.

De là par changement de variable affine pertinent et assez évident (les intégrandes étant continues et posi-
tives sur ]a, b[) :

Corollaire 2 a < b étant des reéls
i) L’intégrale généralisée

∫︂ b

a

dt

(t − a)α
dt converge ssi α < 1.

ii)
∫︂ b

a

dt

(b − t)α
dt converge ssi α < 1.

Il est aisé de traduire ce corollaire en terme d’intégrabilité.

4.2.2 Intégrales généralisées de type exponentiel
Proposition 3 α étant un complexe :
o) t → e−αt est continue sur R+.∫︂ ∞

0
e−αtdt converge ( ACV) si et seulement si ℜ(α) > 0, dans ce cas

∫︂ ∞

0
e−αtdt = 1

α
.

Donc dans le même contexte :

Corollaire 3 t → e−αt ∈ L1(R+,C) ⇐⇒ ℜ(α) > 0.



4.2.3 Intégrabilité sur ]0,1] ou ]0,a], a>0 du logarithme

Proposition 4 o) ln est continue sur ]0,1].

i)
∫︂ 1

0
ln(t)dt converge (absolument aussi).

ii) ln ∈ L1(]0, 1]).

4.3 Intégrabilité et comparaison
a et b sont des éléments de R ∪ {−∞, +∞} tel que a < b. I désigne l’intervalle [a, b[ ( auquel a est réel)
ou l’intervalle ]a, b] ( cette fois b est réel). Tout découle du principe de comparaison pour les intégrales
généralisées de fonctions positives (cf cours).

Proposition 5 I = [a, b[
Soient f et g dans CM (I,K).
i)

�� ��g ∈ L1(I,K)
�� ��et |f | ≤ |g| au voisinage de b =⇒ f ∈ L1(I,K).

( Contraposée :
�� ��g /∈ L1(I,K)

�� ��et |g| ≤ |f | au voisinage de b =⇒ f /∈ L1(I,K). )
Plus généralement :
ii)

�



�
	g ∈ L1(I,K)

�� ��et f(x) = O(g(x))
x→b

=⇒ f ∈ L1(I,K).

iii)
�



�
	g ∈ L1(I,K)

�� ��et f(x) = o(g(x))
x→b

=⇒ f ∈ L1(I,K).

iv)
�



�
	|f(x)| ∼

x→b
|g(x)| =⇒

∫︂
I

|f |
�� ��et

∫︂
I

|g| sont de même nature.

Remarque 2 On dispose des mêmes principes de comparaison sur I =]a, b], il suffit de remplacer b par a
dans les hypothèses de comparaison dans la proposition précédente.

Une conséquence du résultat précédent il s’obtient par comparaison avec les intégrandes des intégrales gé-
néralisées de Riemann.

Corollaire 4 (Règle du xα en +∞)
Soient c > 0 et f ∈ CM ([c, +∞[,K).
i)
�



�
	∃α > 1 tel que xαf(x) →

x→+∞
0 =⇒ f ∈ L1([c, +∞[,K) .

ii)
�



�
	∃α ≤ 1 tel que xα|f(x)| →

x→+∞
+∞ =⇒ f /∈ L1([c, +∞[,K) .

Remarque 3 On dispose d’une règle analogue en 0 que je vous laisse énoncer.

Pour bien utiliser ces principes, il faut disposer de fonctions connues comme étant intégrables. C’est là
qu’interviennent les intégrales de référence.


